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 الاشتقاقية
 

I.] تعاريف 
 نهاية دالة عند الصفرتعريف  (1

𝒍)حيث  𝒍هي  𝟎عند  𝒇سط نقول نهاية الدالة بمفهوم مب ∈  ℝ معناه )𝒇(𝟎) = 𝒍  و نكتب𝐥𝐢𝐦𝒙⟶𝟎 𝒇(𝒙) = 𝒍 

𝐥𝐢𝐦𝒙⟶𝒙𝟎معناه:  𝒙𝟎للاشتقاق عند العدد  قابلة 𝒇  قابلية اشتقاق دالة عند عدد (2 𝒇(𝒙)−𝒇(𝒙𝟎)𝒙−𝒙𝟎 = 𝒍  أو𝐥𝐢𝐦𝒉⟶𝟎 𝒇(𝒙𝟎+𝒉)−𝒇(𝒙𝟎)𝒉 = 𝒍  حيث(𝒉 = 𝒙 − 𝒙𝟎) 

𝒇 للاشتقاق عند العدد  غير قابلة𝒙𝟎  :معناه𝐥𝐢𝐦𝒉⟶𝟎 𝒇(𝒙𝟎+𝒉)−𝒇(𝒙𝟎)𝒉 = ∞   

  :يسمى العدد المشتق𝒍 للدالة  العدد المشتق𝒇  عند𝒙𝟎  و نرمز له𝒇′(𝒙𝟎) أي 𝐥𝐢𝐦𝒉⟶𝟎 𝒇(𝒙𝟎+𝒉)−𝒇(𝒙𝟎)𝒉 = 𝒇′(𝒙𝟎) 

  :يسمى العدد نسبة التزايد
𝒇(𝒙𝟎+𝒉)−𝒇(𝒙𝟎)𝒉 للدالة  نسبة التزايد𝒇  بين𝒙𝟎  و𝒙𝟎 + 𝒉  و نرمز له ب𝒈(𝒉) 

الدوال كثيرات الحدود قابلة للاشتقاق عند كل حد من حدود مجموعة تعريفها ة:قاعد 
 𝒇المشتقة لدالة  الدالة (3
 𝒇 للاشتقاق على  قابلة𝑫𝒇  معناه𝒇 للاشتقاق عند كل نقطة من  قابلة𝑫𝒇 

  مشتقة الدالة𝒇  هي الدالة التي ترفق بكل𝒙  من𝑫𝒇  العدد المشتق𝒇′(𝒙)  و نرمز لها𝒇′  حيث𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦𝒉⟶𝟎 𝒇(𝒙+𝒉)−𝒇(𝒙)𝒉 

II.]  لعدد المشتقالتفسير الهندسي ل 

,𝑨(𝒙𝟎عند النقطة  𝑪𝒇مماس المنحني : معادلة المماس عند نقطة (1 𝒇(𝒙𝟎))  هو المستقيم الذي يشمل𝑨 
𝒚معادلته:  ،  𝒇′(𝒙𝟎)معامل توجيهه و  = 𝒇′(𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟎) + 𝒇(𝒙𝟎) 

 التقريب التآلفي للعدد المشتق (2

,𝒂عداد من الشكل يمكن حساب أي قيمة تقريبية للأ 𝒏 و ذلك بكتابتها على  دون التعويض في الدالة التقريب التآلفياستخدام ب

𝒂الشكل  + 𝒉 حيث 𝒂  الجزء الصحيح و𝒉 الجزء العشري )𝒉  𝟎قيمة قريبة من(  𝒇(𝒂 + 𝒉) = 𝒇′(𝒂)𝒉 + 𝒇(𝒂)   
:إذا كانت لدينا معادلة المماس عند  ملاحظة𝒂  فيمكن عندها تعويض𝒂 + 𝒉  معادلة المماسفي مباشرة 

III.] مشتقات الدوال المألوفة 𝒇′(𝒙) 𝒇(𝒙) 𝒂 𝒂𝒙 + 𝒃 𝟎 𝒃 𝒂 𝒂𝒙 𝟐𝒙 𝒙𝟐 𝒏 × 𝒂𝒙𝒏−𝟏 𝒂𝒙𝒏 − 𝟏𝒙𝟐 
𝟏𝒙 − 𝒏𝒙𝒏+𝟏 
𝟏𝒙𝒏 𝟏𝟐√𝒙 √𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

VI.]  ةعلى الدوال المشتقعمليات 𝒇′(𝒙) 𝒇(𝒙) 𝒖′ + 𝒗′ (𝒖 + 𝒗) 𝒖′. 𝒗 + 𝒗′. 𝒖 (𝒖 × 𝒗) 𝒖′. 𝒗 − 𝒗′. 𝒖𝒗𝟐  
𝒖𝒗 𝒖′𝟐√𝒖 √𝒖 𝒏𝒖′ × 𝒖𝒏−𝟏 𝒖𝒏 𝝀𝒖′ 𝝀𝒖 − 𝒗′𝒗𝟐 
𝟏𝒗 [𝒖′𝒐𝒗] × 𝒗′ (𝒖𝒐𝒗)′ 𝒂𝒖′(𝒂𝒙 + 𝒃) 𝒖(𝒂𝒙 + 𝒃) 
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 تطبيقات الاشتقاقية
 تحديد اتجاه تغير دالة ❶ 

 𝑰ثابتة على  𝑰 𝒇معدومة على  ′𝑰 𝒇متناقصة تماما على  𝑰 𝒇سالبة تماما على  ′𝑰 𝒇متزايدة تماما على  𝑰 𝒇موجبة تماما على  ′𝒇 𝒇تغيرات  ′𝒇المشتقة 
 معرفة القيم الحدية للدالة ❷ 

  ت المشتقة انعدمإذا𝒇′  عند قيمة𝒄  من𝑰 فإن  مغيرة إشارتها𝒇 عند النقطة  تقبل قيمة حدية(𝒄, 𝒇(𝒄))  

  إذا كانت𝒇′ فإن سالبةثم انعدمت ثم  وجبةم 𝒇  قيمة حدية صغرىفهي تقبل  إذا العكسو  قيمة حدية كبرىتقبل 

  إذا انعدمت المشتقة𝒇′  عند قيمة𝒄  من𝑰  فإن𝒇  عند النقطة  يا لحامل محور الفواصلمماسا موازتقبل(𝒄, 𝒇(𝒄)) 
 نقطة الانعطاف ❸ 

  الأولى انعدمت المشتقةإذا 𝒇′  عند قيمة𝒄  من𝑰  فإن  لا تغير إشارتهاو𝒇 عند النقطة  تقبل نقطة انعطاف(𝒄, 𝒇(𝒄))  

  الثانية انعدمت المشتقةإذا 𝒇′′  عند قيمة𝒄  من𝑰 فإن  شارتهامغيرة إ𝒇 عند النقطة  انعطاف تقبل نقطة(𝒄, 𝒇(𝒄))  

  فيها المماس المنحني يخترقهي النقطة التي  نقطة الانعطافبيانيا 
 دالة حصر ❹ 

 𝒇  متزايدة تماما على[𝒂, 𝒃] ⟸ 𝒇(𝒂) ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝒃) 

 𝒇  متناقصة تماما على[𝒂, 𝒃] ⟸ 𝒇(𝒃) ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝒂) ❺ الدالة المحدودة من الأسفل أو من الأعلى 

 𝒇(𝒙) ≤ 𝒌 ⟸ 𝒇 يسمى و  محدودة من الأعلى𝒌  عنصرا حادا من الأعلى(Majorant) 

 𝒇(𝒙) ≥ 𝒌 ⟸ 𝒇 يسمى و  سفلمحدودة من الأ𝒌 عنصرا حادا من الأسفل orant)in(M 

:ملاحظة 𝒇  عند  قيمة حدية كبرىتقبل(𝒄, 𝒇(𝒄)) ⟸ 𝒇 و  محدودة من الأعلى𝒇(𝒄)  هوMajorant 𝒇  عند رىصغقيمة حدية تقبل (𝒄, 𝒇(𝒄)) ⟸ 𝒇 و  محدودة من الأسفل𝒇(𝒄)  هوorantinM 
𝒇(𝒙) نظرية القيم المتوسطة ❻  = ,𝒂]على المجال  𝒙𝟎 وحيداتقبل حلا   𝟎 𝒃] ⟸ [𝒂,𝒃] مستمرة و رتيبة على المجال 𝒇𝒇(𝒂)×𝒇(𝒃)<𝟎  المقارنة والوضع النسبي بين دالتين أو دالة ومستقيم ❼ {

 بيانيا 

 𝑪𝒇 فوق𝑪𝒈 ⟸ 𝒇(𝒙) > 𝒈(𝒙) 

 𝑪𝒇  تحت𝑪𝒈 ⟸ 𝒇(𝒙) < 𝒈(𝒙) 
 𝑪𝒇  تقطع𝑪𝒈 ⟸ 𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) 

 حسابيا 

𝒇(𝒙)ندرس إشارة الفرق  − 𝒈(𝒙) 𝒂                                             𝒙𝟎                                             𝒃 

𝒙 + −  إشارة𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙) 

 
  𝑪𝒈 تحت 𝑪𝒇                                                          𝑪𝒈 فوق 𝑪𝒇 

 𝑪𝒇 يقطع 𝑪𝒇 𝑪𝒈 و 𝑪𝒈 الوضع النسبي بين

𝟎 
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