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: لشعاعين السي الجداء
تعريف

ي��: المعرفكما u→−و · −→v بــ لھ نرمز الذي ا��قيقي العدد v→−�و u→−و للشعاع�ن السل�� ا��داء
−→u · −→v = 0 v→−فإن =

−→
0 u→−أو =

−→
0 �ان ✍إذا

−→u · −→v = �−→u �× �−→v � · cos(−→u ,−→v ) v→−فإن �= −→
0 u→−و �= −→

0 �ان ✍إذا

−→u · −→v �= −→u ×−→v ✍إنــــتبه:

: خاصـــة حالات
بالتا��: و cos(−→u ,−→v ) = 1 فان نفسالاتجاه ل�ما �ان و خطيا v→−مرتبط�ن u→−و �ان ✍اذا

−→u · −→v = �−→u �× �−→v �

بالتا��: و cos(−→u ,−→v ) = فان1− الاتجاه متعاكسان�� �انا و v→−مرتبط�نخطيا u→−و �ان ✍اذا
−→u · −→v = −�−→u �× �−→v �

بالتا�� u→−و للشعاع السل�� المر�ع �س�� u→−و 2 u→−بالرمز · −→u السل�� ل��داء ✍نرمز
−→u 2 = �−→u �2

−→
AB2 = �−→AB�2 = AB2 فان: نقطت�ن B و Aانت� ✍اذا

مبــــرهنة:

−→u · −→v =
1
2

�
�−→u �2 + �−→v �2 − �−→u −−→v �2

�
v→−غ��معدوم�نفإن u→−و �ان إذا

: بــــرهان

. معدوم�ن u→−شعاعانغ�� u→−و ليكن
��−→u −−→v ��2

=
�−→u −−→v �2

=
�−→u −−→v � · �−→u −−→v �

= −→u · −→u −−→u · −→v −−→v · −→u +−→v · −→v
=

��−→u ��2
+

��−→v ��2 − 2−→u · −→v
��−→u −−→v ��2

=
��−→u ��2

+
��−→v ��2 − 2−→u · −→v : ومنھ

−→u · −→v =
1
2

�
�−→u �2 + �−→v �2 − �−→u −−→v �2

�
ومنھ

: السي لداء التحليلية العبارة
مبــــرهنة:

فإن #»v (x�; y�) و #»u (x; y) حيث شعاع�ن #»v و #»u �ان إذا متجا�س و متعامد معلم ��
#»u · #»v = xx� + yy�
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: بــــرهان

: فإن شعاع�ن v (x�; y�) و u (x; y) �ان متجا�سو و متعامد معلم
�
O;

−→
i ,

−→
j
�
�ان إذا

��−→v ��2
= x�2 + y�2 و ��−→u ��2

= x2 + y2

��−→u −−→v ��2
= (x− x�)2 + (y− y�)2

= x2 + y2 + x�2 + y�2 − 2(xx� + yy�)

=
��−→u ��2

+
��−→v ��2 − 2(xx� + yy�)

−→u · −→v = xx� + yy� u→−نجد: · −→v عبارة إ�� بالعودة و

تعريف
المستقيمان فإن #»v =

#    »

CD و #»u =
#    »

AB �ان إذا أنھ �ع�� متعامدان أ��ما #»v و #»u الشعاع�ن أن القول
متعامدان (CD) و (AB)

مبــــرهنة:
#»u · #»v = 0 �ان وفقطإذا إذا متعامدان #»v و #»u الشعاع�ن ي�ون

لساب: قواعد
خـاصيــــة:

k حقيقي �لعدد أجل ومن #»w و #»v ، #»u أشعة ثلاثة �ل أجل من
#»u ·

�
k #»v

�
= k

�
#»u · #»v

�
③

�
k #»u

�
· #»v = k

�
#»u · #»v

�
② #»u · #»v = #»v · #»u ①

( #»u + #»v ) · #»w = #»u · #»w+ #»v · #»w ⑤ #»u · ( #»v + #»w) = #»u · #»v + #»u · #»w ④

: الشهيرة المتطابقات

�
#»u + #»v

�2
= #»u 2 + 2 #»u . #»v + #»v 2 أو

��� #»u + #»v
���

2
=

��� #»u
���

2
+ 2 #»u . #»v +

��� #»v
���

2

�
#»u − #»v

�2
= #»u 2 − 2 #»u . #»v + #»v 2 أو

��� #»u − #»v
���

2
=

��� #»u
���

2
− 2 #»u . #»v +

��� #»v
���

2

�
#»u + #»v

��
#»u − #»v

�
= #»u 2 − #»v 2 أو

�
#»u + #»v

��
#»u − #»v

�
=

��� #»u
���

2
−

��� #»v
���

2

: ا﮻ودي الإسقاط و السي الجداء
شعاع او محور على لشعاع العمودي المسقط

تعريف

C

D

C� D�

−→v

−→
v�

D� و C� لتكن . #»v =
#    »

CD حيث: المستوي من شعاع #»v
ا��ور Dع�� و C للنقطت�ن ال��ت�ب ع�� العموديان المسقطان
المسقط #»

v� =
#        »

C�D� بـ المعرف #»

v� الشعاع �س�� . (O, #»u )
#»u الشعاع ع�� او (O, #»u ) ا��ور ع�� #»v للشعاع العمودي

: المتعامدة الأشعة
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مبــرهنــــة:

−→
AB · −→CD =

−→
AB · −−→C�D� فإن: (AB) CD→−ع�� لــ العمودي �C�D→−−المسقط �ان إذا

برهـــــان:

−→
i

−→
j

A B

C

D

C� D�

. AB→−مرتبط�نخطيا i→−و الشعاعان فيھ ي�ون
�
A;

−→
i ,

−→
j
�
متجا�س معلما نختار

.(xD − xC; yD − yC) : CD→−�ما الشعاع مركبتا و (xB; 0) AB→−�ما الشعاع مركبتا ئذ عند
y�D = y�C = و xC = x�C ، xD = x�D لأن: (xD − xC ; 0) : �C�D→−−�ما الشعاع مركبتا أما

−→
AB · −−→C�D� = xB(xD − xC) AB→−و · −→CD = xB(xD − xC) : إذن

: لمستقيم الناظمي الشعاع
تعريف

D

C
A M(D)

لمستقيم ناظ�� شعاع #»n المعدوم غ�� الشعاع ان القول ✍
(D) لـ توجيھ شعاع ع�� عمودي #»n ان �ع�� (D)

−→n =
−→
CD يقبل (D) المستقيم من نقطة A �انت ✍فإذا

إذا (D) المستقيم Mإ�� النقطة تن�ن�� ئذ عند ، ناظ�� شعاع
−→
AM · −→CD = 0 �ان فقطإذا و

: منه نقطة و له ناظمي شعاع علم مستقيم معادلة
مبــرهنــــة:

من دي�ارتية معادلة #»n (a, b) معدوم غ�� ناظ�� شعاع لھ مستقيم ل�ل متجا�س و متعامد معلم ��
حقيقي عدد cحيث ax+ by+ c = الش�ل0

(D) لـ توجيھ �وشعاع #»u (−b, a) الشعاع فإن (D) لمستقيم معادلة �� ax+ by+ c = �انت0 اذا
#»u · #»n = a× (−b) + ba = 0 : متعامدان #»u و #»n لأن لھ ناظ�� شعاع �و #»n (a, b) و

برهـــــان:

(D) من كيفية Mنقطة (x; y) و (D) المستقيم من معلومة نقطة A (x0; y0)

ت�ا�� (x− x0)a+ (y− y0)b = 0 AM→−ت�ا�� · −→n = 0 ت�ا�� للمستقيم ناظ�� شعاع #»n (a, b)
c = −x0a− by0 : حيث ax+ by+ c = 0 ت�ا�� ax+ by− x0a− by0 = 0
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منھ نقطة A (0.2) و لھ ناظ�� شعاع #»n (3; 2) : حيث (D) للمستقيم الد�ارتية معادلة ع�ن بيقي: مثال
ملاحظة:

ال��ت�ب ع�� a�x+ b�y+ c� = 0 و ax+ by+ c = 0 معادلتا�ما: مستقيمان (D�) و (D) �ان إذا
aa� + bb� = 0 �ان وفقطإذا إذا متعامدين (D�) و (D) المستقيمان ✍ي�ون

ال��ت�ب ع�� y� = a�x+ b� و y = ax+ b معادلتا�ما: ، مائل�ن مستقيم�ن (D�) و (D) �ان ✍إذا
aa� = −1 :شرط�عامد�ما قها ف و مركزها علم دائرة معادلة

تعريف
معادلة r � حيث0 r القطر نصف ;Ω(x0و y0) المركز ذات (C) دائرة متجا�سل�ل و متعامد معلم ��

(x− x0)2 + (y− y0)2 = r2 الش�ل من
الإثـــــبات

Ω

M

x0

y0

(C)

O

تحقق: ;M(xال�� y)النقط مجموعة �� (C) الدائرة
OM2 = r2 OMأي = r

الم���نة ،من (x− x0; y− y0) �ما: −→
OM الشعاع مركبتا

(x− x0)2 +(y− y0)2 = r2 : OM2ت�ا�� = r2 إست�تجنا

تطبيقي: مثال
√

6 ونصفقطر�ا A (−2; 4) مركز�ا ال�� دائرة معادلة �� (x+ 2)2 + (y− 4)2 = 6 ✍
−4 < لأن0 لدائرة ل�ستمعادلة �� (x− 1)2 + (y+ 2)2 = −4 ✍

: قها علم دائرة معادلة
مبرهنة:

#      »
MA · #     »

MB = 0 بحيث: المستوي من Mالنقط مجموعة ��[AB]قطر�ا ال�� الدائرة
الإثـــــبات

AB = 2rلنعرف و ، [AB]منتصف I نقطة لتكن
: المستوي ��M كيفية نقطة أي أجل من

−→
MA · −→MB =

�−→
MO+

−→
OA

� �−→
MO+

−→
OB

�
=

−→
MO2 −−→

OA2 = MO2 − AO2 = MO2 − r2

.MO = r ت�ا�� #      »
MA · #     »

MB = إذن0

(C)

O

A
M

B

xA

yA

yB

xB

: [AB] قطرها التي دائرة معادلة
[AB] قطر�ا ال�� الدائرة (C)لتكن و ، B (xB; yB) و A (xA; yA)لتكن−→

MA مركباتالشعاع�ن و
. ال��ت�ب ع�� (x− xB; y− yB) و (x− xA; y− yA) ��−→MB و

MA→−ت�ا��: · −→MB = 0 تحقق: ال�� M(x; y)النقط مجموعة �� (C)
(x− xA)(x− xB) + (y− yA)(y− yB) = 0
: حيث x2 + y2 + ax+ by+ c = 0 ت�ا��: �� و

b = −yA − yB و a = −xA − xB
c = xAxB + yAyB و
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: ملاحظة
الش�ل من�ذا لكنل�س�لمعادلة و x2 + y2 + ax+ by+ c = الش�ل0 من معادلة (C) دائرة ل�ل

لدائرة معادلة

؟: دائرة معادلة x2 + y2 + ax+ by+ c = 0 أن: نعلم كيف
المعادلة �ذه ،نكتب x2 + y2 + ax+ by+ c = 0 تحقق: Mال�� (x, y)النقط مجموعة (C) لتع�ن

(x− x0)2 + (y− y0)2 = k √بالصيغة
k ونصفقطر�ا مركز�ا Ω (x0; y0) النقطة و دائرة (C) ،فإن k > �ان0 ✍إذا

Ω (x0; y0) وحيدة نقطة (C) ،فإن k = �ان0 ✍إذا
. خالية (C) فإن ، k < �ان0 ✍إذا

المتوسط مبرهنة
[AB] مستقيم منتصفقطعة I. نقطتان B و A

MA2 +MB2 =
−→
MA2 +

−→
MB2 =

�−→
MI+

−→
IA

�2
+

�−→
MI+

−→
IB

�2
لدينا:

MA2 +MB2 = 2
−→
MI2 + 2

−→
MI

�−→
IA+

−→
IB

�
+

−→
IA2 +

−→
IB2 ت�ا��:

−→
IA2 +

−→
IB2 =

1
4
AB2 أي IA = IB =

1
2
AB IA→−و +

−→
IB =

−→
0 أن: و�ما

MA2 +MB2 = 2MI2 +
1
2
AB2 فإن:

مبرهنة:

لدينا: المستوي Mمن نقطة �ل أجل من .[AB] المستقيمة منتصفالقطعة I و Bنقطتان و A

MA2 +MB2 = 2MI2 +
1
2
AB2

: قائم مثلث في المترية العلاقات
الكــاشي: مــبرهــنة

التالية: العلاقات لدينا . BC = a و AC = bو AB = cحيث مثلث ABC
a2 = b2 + c2 − 2bc · cos �A

اثبـــات:
−→
BC2 = (

−→
AC−−→

AB)2 BC→−ت�ا��: =
−→
AC−−→

AB BC→−ت�ا��: =
−→
BA+

−→
AC شال: حسبعلاقة

BC2 = AC2 + AB2 − 2AC× AB cos �A ت�ا��: BC2 = AC2 + AB2 − 2
−→
AC · −→AB ت�ا��:

a2 = b2 + c2 − 2bc · cos �A : أي
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos �A و b2 = a2 + c2 − 2ac · cos�B نجد: ✍بنفسالطر�قة

| 

 

 



المساحة: قاعدة
مبرهنة:

التالية: العلاقات لدينا . BC = a و AC = b و AB = cمثلثحيث ABC

S =
1
2
bc.sinA =

1
2
ac.sinB =

1
2
ab.sinC

إثبــــات:

CH = CA× sin �A فإن: حادة �Aانت� إذا ، S =
1
2
AB× CH أن �علم

CH = CH× sin
�

π − �A
�
= CA sin �A فإن: منفرجة �A ت�ون وعندما

S =
1
2
AB× AC× sin �A =

1
2
bc sin �A : ا��الت�ن �لتا �� ومنھ

C

BAH
c

b

CH = CH× sin(π − �A)
A

C

BH
c

b

CH = CA× sin �A

نــتيــجة:
abc ع�� 2S بتقسيم إذن ، 2S = bc sin �A = ac sin �B = ab sin �C أن نجد ، السابقة الم���نة من

2S
abc

=
sin �A
a

=
sin �B
b

=
sin �C
c

: ع�� نحصل

S =
a

sinA
=

b
sinB

=
c

sinC
فإن: الصفر عن مختلفة المثلث زوايا �انتجيوب إذا و

تطبـيق
. المألوف ال��م�� وفق a = 32 و b = 28 ، c = 20 فيھ مثلث، ABC

�C و �B ، �A التقر��ية قياسات ✍أوجد
A من المرسوم�ن الإرتفاع المتوسطو من �ل ✍أحسبطول

الزوايا حساب
أن: �ست�تج ،إذن a2 = b2 + c2 − 2bc× cos �A ال�ا��� م���نة حسب لدينا

بنفسالطر�قة ، �A = 82◦ نجد: حاسبة الألة ،بإستعمال cos �A =
1
7
ومنھ 322 = 282 + 202 − 2ac cos �A

: من �س�ولة �Cنحسب أخ��ا و �B = 60◦ نجد b2 = a2 + c2 − 2bc× cos �B : علاقة من إنطلاقا
�C = 38◦ نجد �A+ �B+ �C = 180

الإرتفاع حساب
h = c sin �B = 20 sin 60◦ = 10

√
3 : ومنھ S =

1
2
ah =

1
2
ac sin �B ،إذن AH = h لنضع

المتوسط حساب
c2 + b2 = 2m2 +

a2

2
: ي�� ما المتوسط م���نة إ�� إسنادا لدينا . AI = m لنضع ،و [BC]منتصف I ليكن

.m = 4
√

21 : ومنھ m2 =
b2 + c2

2
− a2

4
=

282 + 202

2
− 322

4
= 16 × 21 إذن:
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مبـــرهنة:
ax+ by+ c = 0 معادلتھ (D) مستقيم و A(x0; y0) نقطة ب�ن متجا�سالمسافة و متعامد معلم �����ax0 + by0 + c

���
√
a2 + b2

��

بيقات
y = 2x+ 1 المعدلة: ذو (D) المستقيم و A(2, 3) النقطة ب�ن المسافة ❖أحسب

y = x+ y− 2 المعادلة: ذو (D�) تمسالمستقيم Ωو مركز�ا ال�� (C) الدائرة معادلة ❖ع�ن

x2 + y2 − 2x− 6y− 3 = 0 المعادلة: تحقق ال�� ,M(xو y)النقط مجموعة (C�) لتكن ❖
نصفقطر�ا. و مركز�ا �عي�ن يطلب دائرة (C�)أن ✍ب�ن

؟ (C�) مماسللدائرة 3x+ 2y+ 4 = 0 المعادلة ذو (D�) المستقيم بيقات✍�ل مناقشة
−2x+ y− 1 = 0 : �� (D) للمستقيم الد�ارتية المعادلة +2x−ومنھ y− 1 = 0 ت�ا�� y = 2x+ 1 ❖

d (A; (D)) =

���ax0 + by0 + c
���

√
a2 + b2

=

���− 2(2) + 1(3)− 1
���

�
(−2)2 + (1)2

=
2√

5

(C) : (x+ 2)2 + (y− 1)2 =
9
2
: إذن ، r = d (Ω; (D)) =

���1(−2) + 1(1)− 2
���

�
(1)2 + (1)2

=
3√

2
❖

(x− 1)2 − 1 + (y− 3)2 − 9 = 0 ت�ا��: x2 + y2 − 2x− 6y− 3 = 0 ❖

r� =
√

10 ونصفقطر�ا A (1; 3) مركز�ا دائرة (C�) ومنھ (x− 1)2 + (y− 3)2 = 10 ت�ا��:

ل�سمماسلـ (D�) ومنھ d (A; (D�)) > r� إذن d (A; (D�)) =

���3(1) + 2(3) + 4
���

�
(3)2 + (2)2

=
13√

13
=

√
13

(C�)303 صفحة 74 تمرئو
x− 3y+ 1 = 0 معادلتھ الذي المستقيم (D) Ωو لتكن(2−;3)

. (D) Ωو ب�ن المسافة أحسب 1

(D)تمس ال�� Ωو مركز�ا ال�� للدائرة معادلة إست�تج 2

حـــل

−1 1 2 3 4 5 6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

O −→
i

−→
j

(D)

Ω

1

d
�
A; (D�)

�
=

���1(3)− 3(−2) +−1
���

�
(1)2 + (−3)2

=
10√

10

=
√

10

�و (D)تمس ال�� Ωو مركز�ا ال�� الدائرة نصفقطر 2√
10 :

(x− 3)2 + (y+ 2)2 = 10 : �� الدائرة ل�ذه معادلة
x2 + y2 − 6x+ 4y+ 3 = 0 : ومعناه

...................................................................................
..............................................................................................................................| 

 

 



مبــرهنــــة:

b و a حقيق�ن عددين �ل أجل من
cos (a+ b) = cosa cosb − sin a sin b ❷ cos (a− b) = cos a cosb + sin a sin b ❶

sin (a+ b) = sin a cosb + cos a sin b ❹ sin (a− b) = sin a cosb − cosa sin b ❸

❶ بيق
sin 5π

12 و cos 5π
12 : إست�تج ،و sin π

12 و cos π
12 أحسب: ،ثم π

12 = π
4 − π

6 : أن ﷑❖تحقق
cos π

12 = cos
�

π
4 − π

6

�
= cos π

4 cos π
6 + sin π

4 sin π
6 =

√
2

2
×

√
3

2
+

√
2

2
× 1

2
=

√
6 +

√
2

4

sin π
12 = sin

�
π
4 − π

6

�
= sin π

4 cos π
6 − cos π

4 sin π
6 =

√
2

2
×

√
3

2
−

√
2

2
× 1

2
=

√
6 −√

2
4

sin
5π

12
و cos

5π

12
لـ: المضبوطة القيم إست�تاج •

cos
5π

12
= sin

�
π

2
− 5π

12

�
= sin

π

12
=

√
6 −√

2
4

sin
5π

12
= cos

�
π

2
− 5π

12

�
= cos

π

12
=

√
6 +

√
2

4
sin 2aوcos 2a عبارة

❷ بيق
sin 2a = 2 sin a cos a و cos 2a = cos2a − sin2a أن: السابقة، النتائج باستعمال ب�ن،

cos 2a = 2cos2a − 1 = 1 − 2sin2a : ﷑ب�ن،أن
cos 2a = cos(a+ a) = cos a cosa− sin a sin a = cos2a − sin2a

sin 2a = sin(a+ a) = sin a cosa+ cosa sin a = 2 sin a cosa
cos 2a = cos2 a− sin2a = cos2a− (1 − cos2a) = 2cos2a− 1
cos 2a = cos2 a− sin2a = (1 − sin2a)− sin2 a = 1 − 2sin2a

مبــرهنــــة:

a حقيقي �لعدد أجل من
cos 2a = 2cos2a− 1 ❷ cos 2a = cos2a − sin2a ❶

sin 2a = 2 sin a cos a ❹ cos 2a = 1 − 2sin2a ❸

| 
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