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					 1	(( )2,9 3,1f x< )	معناه	> ) ( )2,9 1 3 2 3,1 1x x x+ < − < 1	لأن	+ 0x + >		
)		و	منه	 ) ( )2,9 1 2 3 3,1 1 2x x x+ + < < + 2,9			و	منه	+ 4,9 3 3,1 5,1x x x+ < < +		
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)		و	منه	 )3 3,1 5,1 0x x− − )				و	> )2,9 4,9 3 0x x+ − <		

)		و	منه	 )0,1 5,1x− )	و	> )0,1 4,9x− < 5,1			و	منه	−

0,1
x
 > − 

4,9	و	

0,1
x
 > 
 

		A	=	49			إذن	

	2	(( )lim 3
x

f x
→+∞

=		

3(	( ) 3 2 5
3 3

1 1

x
f x

x x

− −− = − =
+ +

		

( ) 3 0f x − 		.∆أسفلfC	و	منه	>

)نحسب							 )lim
x

f x y
→−∞

 − 	و		( )lim
x

f x y
→+∞

 − 	إشارة	ندرس	الوضعية	لدراسة	نم	( )f x y−		

		.10		و9	،	8نفس	الطريقة	مع	التمارين	:	ملاحظة
2��	$�%
�"	+��
���$�د�&.
.�ـ����-%�+	"�
%�أو�4

						( )
4

lim 3
x

f x
→

=	،					

		( )2,95 3,05f x≤ 2	يكافئ					≥
2,95 3,05

2

x

x

+≤ ≤
−

)	و	منه	 ) ( )2,95 2 2 3,05 2 2x x x− − ≤ ≤ − −		

8,1	أي	

2,05
x
 ≥ 
 

7,9	و	

1,95
x
 ≤ 
 

...3,951219512		إذن			، 4,051282051...x≤ ≤		

[يمكن	أخذ	 [3,95;4,05I =		

					( )
2

lim
x

f x
→

= +∞	،	( ) 310f x )	معناه	< )233 4 10 2x x+ > 21000			و	منه			− 4003 3996 0x x− + <		

4003و	منه	 40009 4003 40009

2000 2000
x

− +< 1,901488751	و	منه	> 2,101511249x< <.		

0,1a	يمكن	أخذ	 =		
���ـ��"�2ت�$:�9ا
	��-�ت3

		∞+عند			∞−عند		النهاية
		∞+		∞−		)أ
		∞−		∞−		)ب
		∞−		∞+		)ج

))	أ������ )lim 1
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 1
x

f x
→+∞

=		،	( )
1

lim
x

f x
→−<

= +∞	،	( )
1

lim
x

f x
→−>

= −∞		

))	ب )lim
x

f x
→−∞

= −∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞		،	( )
2

lim
x

f x
→< = −∞	،	( )

2

lim
x

f x
→> = +∞		

))	ج )lim 4
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 4
x

f x
→+∞

=		،	( )
3

lim
x

f x
→< = −∞	،	( )

3

lim
x

f x
→> = +∞		

))	أ��������� )lim 0
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 0
x

f x
→+∞

=		

))	ب )lim 0
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 0
x

f x
→+∞

=	،	( )
2

lim
x

f x
→

= +∞			

))	ج )lim
x

f x
→−∞

= −∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	،	( )
0

lim
x

f x
→

= +∞.		

))											أ )lim
x

f x
→−∞

= −∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	،	( )
0

lim
x

f x
−→

= −∞	،	( )
0

lim
x

f x
+→

= +∞		
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))	ب )lim 3
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 3
x

f x
→+∞

=	،	( )
1

lim
x

f x
→−

= −∞		

))		ج )lim
x

f x
→−∞

= +∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	،	( )
3

lim
x

f x
−→

= +∞	،	( )
3

lim
x

f x
+→

= −∞		

))							أ )lim 0
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 0
x

f x
→+∞

=	،	( )
1

lim
x

f x
−→

= −∞	،			

( )
1

lim
x

f x
+→

= +∞	،	( )
4

lim
x

f x
−→

= +∞	،	( )
4

lim
x

f x
+→

= −∞		

))		ب )lim
x

f x
→−∞

= −∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	،	( )
1

lim
x

f x
−→−

= −∞		

( )
1

lim
x

f x
+→−

= +∞	،	( )
3

lim
x

f x
−→

= −∞	،	( )
3

lim
x

f x
+→

= +∞			

))	ج )lim
x

f x
→−∞

= +∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	،	( )
2

lim
x

f x
→−

= +∞.		

))	أ�						 )lim
x

f x
→+∞

= +∞				

0xمن	أجل	)		ب ):		لدينا< )
2

1
2

lim lim lim
3 13x x x

x
x x

f x
x x

x x

→+∞ →+∞ →+∞

 + +  = =
 − − 
 

	،		

( )
2

1
1

lim lim
3 1 3x x

xf x

x x

→+∞ →+∞

+
= =

−
		

)	)						أ	 )lim lim 1 1
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= + − −		

2
lim 0

1 1x x x→+∞
= =

+ + −
	1 1

lim
1 1x

x x

x x→+∞

+ − +=
+ + −

	
( )( )1 1 1 1

lim
1 1x

x x x x

x x→+∞

+ − − + + −
=

+ + −
											

							

))		ب ) 2lim lim 1
x x

f x x x x
→−∞ →−∞

= − + − = 2lim		لأن		∞+ 1
x

x x
→−∞

− + = lim	و	∞+
x

x
→−∞

− = +∞			

2

1
1

lim
1 1

1 1
x

x
x

x
x x

→+∞

 − + 
 =

 
− + + 

 

		
2 2

2

1
lim

1x

x x x

x x x→+∞

− + −=
− + +

							

2

1
1

1
lim

21 1
1 1

x

x

x x

→+∞

 − + 
 = = −

 
− + + 

 

	( )
( )( )2 2

2

1 1
lim lim

1x x

x x x x x x
f x

x x x→+∞ →+∞

− + − − + +
=

− + +
			

																							
}	):1(ةالحال							 }0;2D = −ℝ			

( )lim 0
x

f x
→−∞

=	،	( )lim 0
x

f x
→+∞

=	،	( )
0

lim
x

f x
−→

= +∞	،	( )
0

lim
x

f x
+→

= −∞	،		( )
2

lim
x

f x
−→

= −∞	،	

( )
2

lim
x

f x
+→

= +∞		
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}	):2(الحالة }0D = −ℝ			

( )lim
x

f x
→−∞

= +∞	،	( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	،	( )
0

lim
x

f x
−→

= −∞	،	( )
0

lim
x

f x
+→

= +∞				

}	):3(الحالة }1;1D = − −ℝ	( )lim
x

f x
→−∞

= −∞	،( )lim
x

f x
→+∞

= +∞	( )
1

lim
x

f x
−→−

= −∞،	( )
1

lim
x

f x
+→−

= +∞	،

( )
1

lim
x

f x
−→

= −∞،	( )
1

lim
x

f x
+→

= +∞		
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	��-�ت�

�������1(��
3

3 4
lim

3x

x

x→>
+ = +∞
−

lim	و	
X

X
→+∞

= 	إذن	∞+
3

3 4
lim

3x

x

x→>
+
−

		

	3	(2lim 1
x

x x
→+∞

+ + = lim	و	∞+
X

X
→+∞

= 2lim	،	إذن	∞+ 1
x

x x
→+∞

+ + = +∞		

	4	(3lim 2 3
x

x x
→−∞

− + − = lim	و	∞+
X

X
→+∞

= 3lim	،	إذن	∞+ 2 3
x

x x
→−∞

− + − = +∞		

[على	:	لدينا						:	 [2;2−24 0x− )	و	منه	< )2

2
lim 4 0
x

x +

→−
− )	و	= )2

2
lim 4 0
x

x +

→
− 	و	=

0
lim 0
X

X
+

+

→
=		

إذن	
22

3
lim

4x x→−

− = −∞
−

		و	
22

3
lim

4x x→

− = −∞
−

		

	:لدينا)		������1
2

4 1
lim lim 0

3x x

x

x x→+∞ →+∞

+ = =
−

			

و	
0

lim cos 1
X

X
→

	،	إذن	=
2

4
lim cos 1

3x

x

x→+∞

+  = − 
		

2	(1
lim lim

2 2 2x x

x x

x x

π π π
→+∞ →+∞

− = 		و	=
2

lim cos 0
X

X
π→

1	،	إذن	=
lim cos 0

2x

x

x

π
→+∞

−  = 
 

		

3	(
1

lim
2 2x

x
π π

→−

 − = 
 

	و	منه	
2

lim sin 1
X

X
π→

		،	إذن	=
1

lim sin 1
2x

x
π

→−

 − = 
 

		

		و	
( )21

1
lim

1x x→−
= +∞

+
:		و	بالتالي	

( )21

1
lim sin

2 1x
x

x

π
→−

 − + = +∞ 
  +

��

4	(
0

sin
lim 1
x

x

x→

  = 
 

		و	منه
0

sin
lim
x

x

x
π π

→

  = 
 

lim			و	 cos 1
X

X
π→

= 			،	إذن	−
0

sin
lim cos 1
x

x

x
π

→

  = − 
 

��

لدينا	������
2

1
lim 0

1x x→+∞
=

+
)	و	منه	 )lim 3 0

x
f x

→+∞
− )	أي	= )lim 3

x
f x

→+∞
=		

3lim						دينا	 2
x

x
→+∞

− = )	و	بما	أن	∞− ) 32f x x≤ )	فإن	− )lim
x

f x
→+∞

= −∞		

41								لدينا		
lim

2x
x x

→+∞

 + = +∞ 
 

)	و	بما	أن	 ) 41

2
f x x x≥ )	فإن	+ )lim

x
f x

→+∞
= +∞		

1لدينا		)	1								 cos 1x− ≤ 2نه		و	م≥ 2cos 2x− ≤ 1	و	منه	≥ 3 2cos 5x≤ + ≤		

x:		إذا	كان	)	2 → 1x	فإن	∞+ − → +∞			.	1 3 2cos 5x≤ + 1	تكافئ	≥ 1
1

5 3 2cos x
≤ ≤

+
				 

1	و	منه	 1
1

5 3 2cos

x x
x

x

− −≤ ≤ −
+

1:	لدينا		.	
lim lim 1

5x x

x
x

→+∞ →+∞

− = − = 1	و	بالتالي	∞+
lim

3 2cosx

x

x→+∞

− = +∞
+
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						1(��( ) ( )2 23sin 3 3sin 3 3 1 sinx x x x x− − − = − + = 1	بما	أن	− sin 1x− ≤ 1	فإن	≥ sin 1x− ≤ − 	و	≥

0منه	 1 sin 2x≤ − )	،	إذن	≥ )2 23sin 3 0x x x− − − ≥		

2:			و		بالتالي	 23sin 3x x x− ≥ −		
	2	(2lim 3

x
x

→+∞
− = 2	و	∞+ 23sin 3x x x− ≥ 2lim	فإن	− 3sin

x
x x

→+∞
− = +∞		

)		∞+عند		•						 )0x >:	1 sin 1x− ≤ 2	و	منه	≥ 2 sin 2x x x x− ≤ 	و	منه	≥
2 2 22 2 sin 2x x x x x x x− ≤ + ≤ +		

2			بما	أن	 2lim 2 lim 2
x x

x x x x
→+∞ →+∞

− = + = )	فإن	∞+ )lim
x

f x
→+∞

= +∞.		

)		∞−عند	• )0x <:	1 sin 1x− ≤ 2	و	منه	≥ 2 sin 2x x x x≤ ≤ 	و	منه	−
2 2 22 2 sin 2x x x x x x x+ ≤ + ≤ −		

2			بما	أن	 2lim 2 lim 2
x x

x x x x
→−∞ →−∞

− = + = )	فإن	∞+ )lim
x

f x
→−∞

= +∞.		

1:	:لدينا	)	1								 sin 1x− ≤ 1	و	منه	≥ sin 1x x x x− ≤ + ≤ 1	و	منه	+ sin 1

2 1 2 1 2 1

x x x x

x x x

− + +≤ ≤
+ + +

		

1	:بما	أن	)	2	 1 1
lim lim

2 1 2 1 2x x

x x

x x→+∞ →+∞

− += =
+ +

)	فإن	 ) 1
lim

2x
f x

→+∞
=���

���ـ�اDE"2�ار-5%

:	كما	يليℝ		المعرفة	علىf	لتكن	الدالة	�����
( )
( )

2

2

2 1 ; 2

5 ; 2

f x x x x

f x x x x

 = − + ≤


= + − >
		

1	(( ) 2

2 2

lim lim 2 1 1
x x

f x x x
< <→ →

= − + )	و	= )2 1f 			على	اليسار2عند	مستمرة		fإذن	الدالة	.=

( ) 2

2 2

lim lim 5 1
x x

f x x x
> >→ →

= + − )	و	= )2 1f 			على	اليمين2مستمرة	عند		fإذن	الدالة	.=

		.	2عند		مستمرة	fو	منه	الدالة	

[	لأنها	مستمرة	علىℝمستمرة	على		fنعم	الدالة	)	2 [ىو	عل)	كثير	حدود(∞−2;] 		.2مستمرة	عند		و)	كثير	حدود(∞+;2]
6%0D�"2

�Fا.
���ـ�+/�ه	%�ا

������1	(( ) 3
1

4
f =	،	( ) 1

0
4

f = −،1 3

2 8
f
 − = 
 

	،( ) 5
1

4
f − = −		

1نطبق	مبرهنة	القيم	المتوسطة	على	المجالات)	2
1;

2

 −  
		،1

;0
2

 −  
]	و	 ]0;1.		

[	مستمرة	و	رتيبة	تماما	على		f	بما	أن	•					 ]	و	تأخذ	قيمها	في	−0;3[ [2;− + ]	و	بما	أن	∞ [0 2;∈ − + 	فإن	∞
)المعادلة	 ) 0f x [	تقبل	حلا	واحدا	في	المجال	= ]3;0−		

]	مستمرة	و	رتيبة	تماما	على		f	بما	أن	• ]	و	تأخذ	قيمها	في2;0[ ]	و	بما	أن	−4;2[ ]0 2;4∈ 	فإن	المعادلة	−

( ) 0f x ]		تقبل	حلا	واحدا	في	المجال	= ]0;2		
)إذن	المعادلة ) 0f x 03	حيث	1x	و	0xتقبل	حلين		= 0x− < 10	و	> 2x< <		

7�+�2��%/
��
���ـ�ا
�وال�ا
I2"2�ة�و�ا
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							1(	( )lim
x

f x
→−∞

= )	و	∞+ )lim
x

f x
→+∞

= −∞		

)		x	،	و	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	ℝ	تقبل	الاشتقاق	على		fالدالة	)	2	 ) 2' 3 6f x x x= − +		
))		أ )' 0f x )	معناه	= )0x )أو= )2x =			،	( )' 0f x )	معناه	> )0x )أو> )2x >،			
	( )' 0f x )	معناه	< )0 2x< <		

+∞						2									0							∞-			x		 		)ب
											3																		+∞			

−∞																1	-						( )f x		

]لقيم	المتوسطة	على		كل	مجال	من	المجالات	نطبق	مبرهنة	ا)	3	 ]1;0−	،	[ ]0;1	،	[ ]2;3		

)�نعتبر		الدالة						 ) ( ):h x f x g x−֏و��	مبرهنة	نطبق	المجال	على	المتوسطة	7القيم 3
;

8 4

 − −  
				

.J2!":
 ��2ر- �

2�.

%�$	��$�د�&.�"	+��
���ـ����-%�+	"�
%�أو�4

						2a =	،	3b =	،	1c = 1d		و	− = −		
						1	(1a =	،	1b =	،	3c 1d		و	= = −		

2	(( )
( )2

3 1
1

1 1
f x x

x x
= + + −

+ +
	،	( ) ( )

( )2

3 1
lim 1 lim 0

1 1x x
f x x

x x→−∞ →−∞
 − + = − =  + +

		

	( ) ( )
( )2

3 1
lim 1 lim 0

1 1x x
f x x

x x→+∞ →+∞
 − + = − =  + +

		

)	إذن	المنحني	 )C	للدالة	الممثل	f			مائلا	مقاربا	مستقيما	∆يقبل	عند∞−عند	و	∞+	معادلته	1y x= +		

)ندرس	إشارة	)	3 ) ( )1f x x− +	:	( ) ( )
( ) ( )2 2

3 1 3 2
1

1 1 1

x
f x x

x x x

+− + = − =
+ + +

		

( ) ( )1 0f x x− + 2	تكافئ	=

3
x = −	،	( ) ( )1 0f x x− + 2	تكافئ	>

3
x < −	،			

( ) ( )1 0f x x− + 2	تكافئ	<

3
x > −		

( )Cأعلى	المجال∆	في	2
;

3

 − +∞  
)	و	 )Cالمجالين∆أسفل	في	] [; 1−∞ 2	و−

1;
3

 − −  
.		

						1	(( )lim
x

f x
→+∞

= )			و		∞+ ) ( )lim 2 0
x

f x x
→+∞

 − + = 		

2	(: 2y x∆ = )	مستقيم	مقارب	مائل	للمنحني	+ )Cعند	+∞.		
))	أ)	3 )lim

x
f x

→−∞
= +∞		

)			ب

2

2 2

4 5 4 5
1 1

lim lim 1
x x

x x
x x x x

x x→−∞ →−∞

   + + − + +   
   = = = −

( ) 2 4 5
lim lim
x x

f x x x

x x→−∞ →−∞

+ +=											

64 

67 

71 
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73 



2

2

5
4

4 5
lim lim 2

4 54 5
1 1

x x

x
x x

x x x
x

x x

→−∞ →−∞

 + +  = = −
 + + − − + + + 
 

( ) 2lim lim 4 5
x x

f x x x x x
→−∞ →−∞

 + = + + + = 		

)نستنتج	أن	المنحني	�)ج )C	مقاربا	مستقيما	يقبل	∆'	عند	∞−	معادلته	2y x= − −.		
������1	(( )lim

x
f x

→+∞
= +∞	،		( )lim

x
g x

→+∞
= +∞		

	2		(( ) 1
lim 0

2x
f x x

→+∞

  − + =  
  

		،		( ) 1 3
lim

2 2x
g x x

→+∞

  − + =  
  

		

):		التخمين )fCال	من	يقترب		∆مستقيم	معادلته	الذي	1

2
y x= )	و	لكن	∞+	عند	+ )gCالمستقيم	من	يقترب	لا			عند

+∞		

( ) 1 3
lim

2 2x
g x x

→+∞

  − + =  
  

)معناه	 ) 1 3
lim 0

2 2x
g x x

→+∞

  − + − =  
  

)	أي		 ) ( )lim 2 0
x

g x x
→+∞

 − + = 			

2y	الذي	معادلته	∆'	نستنتج	أن	المستقيم	 x= )	مقارب	للمنحني	+ )gC	عند	+∞.		
���"�2ت�$:�9ا
	��-�ت��ـ3

������1	(( ) 2

1

2 3

x
f x

x x

+=
+ −

	،	{ }3;1fD = − −ℝ			

( ) 2 2

1 1
lim lim lim lim 0

2 3x x x x

x x
f x

x x x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

+= = = =
+ −

)	و	 )lim 0
x

f x
→+∞

=		

( ) 2
1 1

1
lim lim

2 3x x

x
f x

x x→ →> >
+= = +∞

+ −
		لأن		

1

lim 1 2
x

x
→> + 2و		=

1

lim 2 3 0
x

x x +

→> + − =		

):		و	بالمثل	 )
1

lim
x

f x
→< = )		و	∞− )

3

lim
x

f x
→−<

= )	و	∞− )
3

lim
x

f x
→−>

= +∞					

6	(( ) ( )3
2 8x

f x
x

+ −
=	،	fD ∗=ℝ		

( ) ( )3 3
2

2 8
lim lim lim lim
x x x x

x x
f x x

x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

+ −
= = = = )	و	كذلك	∞+ )lim

x
f x

→+∞
= +∞		

( ) ( ) ( )( )2

0

2 2 2 2 2 4
lim
x

x x x

x→

+ − + + + +
=( ) ( )3

0 0

2 8
lim lim
x x

x
f x

x→ →

+ −
=		

	
( ) ( )

2

2

0 0

6 12
lim lim 6 12 12
x x

x x x
x x

x→ →

+ +
= = + + =		

):		نضعxعدد	حقيقي	من	اجل	كل	�					 ) sin 3g x x=	و	( ) 2cos 1h x x= )	و	− ) ( )
( )

g x
f x

h x
=						

																						

( )

( )

sin 3 sin 3
3 3

3 3

2cos 2cos
3 3

3 3

x g x g

x x

x h x h

x x

π π

π π

π π

π π

   − −   
   

− −
= =

   − −   
   

− −

( )

sin 3 0

sin 3 3
2cos 12cos 1

3

x

xx
f x

xx

x

π

π

−

−
= = −−

−
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)	إذن	 )
3

'
3

lim

'
3

x

g
f x

h
π

π

π→

 
 
 =
 
 
 

عند		قابلتان	للاشتقاق		hو		g	لأن	الدالتان		
3

π	و	' 0
3

h
π  ≠ 
 

		

):		لدينا	 )' 3cos3g x x=	و		( )' 2sinh x x= −		

'	بما	أن	 3
3

g
π  = − 
 

'		و	 3
3

h
π  = − 
 

)		فإن	 )
3

lim 3
x

f x
π→

=		

						1	(
0

limsin 2 0
x

x
→

	و	=
0

lim 1 cos 0
x

x
→

− 0	و	منه	لدينا	حالة	عدم	تعيين	من	الشكل=

0
	.			

0

sin 2 1 cos
lim

sinx

x x

x→

+=
0 0

sin 2 sin 2 1 cos
lim lim

1 cos 1 cos 1 cosx x

x x x

x x x→ →

+= ×
− − +

									

0x	إذا	كان	 	:	فإن	<
0

sin 2
1 cos

2lim 2 2 2
sinx

x
x

x
x

x

+→

+
= × =	1

0

sin 2 1 cos
lim

sinx

x x
l

x+→

+=					

2	(( )2

2

lim 2 tan
x

l x x
π

π
→

= 			.∞×0		،	حالة	عدم	تعيين	من	الشكل−

:		نضع
2

X x
π= 		و	منه	−

2
x X

π= إذا	كان		.	+
2

x
π→	فإن	0X →		

0 0

2 2
lim lim 2

tantanX X

X
XX

X

→ →

−= = =
−

( )
0

lim 2 tan
2X

X X
ππ π

→

 = − − + 
 

	( )2

2

lim 2 tan
x

l x x
π

π
→

= −										


2.�ر�%–�ـ����-%�دا
%�+�آ/4�%�����ا
	��-�ت�

		:أولا	نعين	مجموعة	التعريف)	������1

fD =ℝ	حقيقي	عدد	كل	أجل	من	لأن	x	:	2 1 0x x− + <		

):		لدينا )2 21 2 1x x x x x= − + + + = − +( )
( )( )

2

2 2 2

11
2 2

1 1 1

x x
x x

x x x x x x

+ +
+ = +

− + − + + +
		

2	:	xو	لدينا	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 1 0x x− + 	،	إذن	>
2

1
2 0

1
x

x x
+ <

− +
	أي	

2

1
2

1
x

x x
< −

− +
		

1لدينا	)	2 sin 1x− ≤ 0	و	منه	≥ 1 sin 2x≤ + ≤			
)و	منه	 )0 1 sin 2x x x≤ + 0x:		لأن	≥ >			

:	من	
2

1
2

1
x

x x
< −

− +
)	ينتج	 ) ( )

2

1 sin
2 1 sin

1

x x
x x x

x x

+
 < − + − +

)	أي	 ) 2

2

1 sin
4

1

x x
x

x x

+
< −

− +
	أي	

( ) 24f x x< −		
2lim:لدينا	 4

x
x

→+∞
− = ):	نستنتج	أن		.	∞− )lim

x
f x

→+∞
= −∞. 
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����التمارينالتمارينالتمارينالتمارين
%
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%��ـ�1P�."QEا��

fعلى	المعرفة	الدالة	ℝ	ِ�ـ	( )f x x=.		
( ) ( )

0 0

0
lim lim 1

0x x

f x f x

x x< <→ →

− −= = −
−

)و ) ( )
0 0

0
lim lim 1

0x x

f x f x

x x> >→ →

−
= =

−
		.0	عند	لا	تقبل	الاشتقاقfإذن

)	هو	T	ومعامل	توجيه	المماس−2	إذن	الدالة	تقبل	الاشتقاق	عند	Aالمنحني	يقبل	مماسا	عند	 ) 3
' 2

2
f − 	ولدينا	=

( )2 3f − )	هي	Tبالتالي	معادلة	المماس		و= )3
2 3

2
y x= + +.			


�ت�$:
����ـ�2:2!
��ا
�2".�ت�وا

			.ℝ	تعتبر		كثير	حدود	وبالتالي	هي	تقبل	الاشتقاق	على	fفي	كل	حالة	من	الحالات	المقترحة	الدالة
)	أ�ـ ) 4 3 2' 5 4 9 2 4f x x x x x= + − + +.		

)	ب�ـ )
26 2 4

'
4

x x
f x

+ −=.			

)	4ـ�ـ ) 2 3 2' 6 6f x mx m x m= + −.		
)	د�ـ ) 3 2 22 9 2 1f m x m x mx= + − +.			

)	أ�ـ ) cosf x x x x= D	؛	+ =ℝ	.	( )' 1 cos sinf x x x x= + −		
)ب�ـ� ) sin cosf x x x=	؛	D =ℝ	.	( ) 2 2' cos sin cos 2f x x x x= − =.		

)	4ـ�ـ ) sin x
f x

x
D	؛	= ∗=ℝ	.	( ) 2

cos sin
'

x x x
f x

x

−=.		

3�%

��داSّ��T�,ـ�ا����

)	أ�ـ ) 42 27 7f x x x= − )	؛	+ ) ( )( )3 2' 8 27 2 3 4 6 9f x x x x x= − = − + +		

xمن	أجل	كل	 ∈ ℝ	،24 6 9 0x x+ + 3	ومنه	إذا	كان	<

2
x )	فإن	≤ )' 0f x 	متزايدة	تماما	على	f	ومنه	≤

3
;

2

 + ∞  
3	؛	إذا	كان	

2
x )	فإن	≥ )' 0f x 3	متناقصة	تماما	على	f	ومنه≥

;
2

 −∞  
.		

)	4ـ�ـ ) cosf x x x= +	.	( )' 1 sinf x x= 1	،	x	،	من	أجل	كل	عدد	حقيقي− sin x≥	ومنه	( )' 0f x 	إذن	≤
		.ℝ	متزايدة	تماما	على	fالدالة	

)	هـ�ـ ) 1 1
f x

x x
= ∗	وقابلة	للاشتقاق	علىℝ+	معرفة	على	f	؛	الدالة	−

+ℝولدينا	( ) 2

1 2
'

x
f x

x x
= − 	ومنه	+

( )' 0f x 		.ℝ+	متزايدة	تماما	على	f	إذن	الدالة	<
		قاق	عند	كل	قيمة	قابلة	للاشتf	لدالة�fالشكل	المقابل	هو	المنحني

}من	المجموعة	 }2;2− −ℝ.			
			هوf'	الذي	يمثل	المنحني

12 

25 

2 

6 

14 

2 3 4-1-2-3-4

2

3

4

-1
0 1

1

x

y 27 

2 3 4-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
2 



20 1

1

x

y

A

B

C
0 1

1

x

y

A

B

C

��اQ".�ق�دا
%�+�آ/%��ـ�4

))	أ	 ) ( ) ( )2
2' 3 2 2 2 3f x x x x= + + −.			

))	ب ) ( )( )3
2' 4 4 1 2 1g x x x x= + + −.		

))	ج ) ( )( )4
2 3' 5 3 1 1h t t t t= − − +.			

))	د )
( )9

2

16
'

3

u
t u

u
= −

+
.			

2باستعمال	حاسبة	بيانية	مثّلنا	المنحنيين	الذين	معادلتيهما		 1y x x= − +			

21	و 1

4 4
y x x= − + +.			

			.1يبدو	أن	للمنحنيين	مماس	مشترك	عند	النقطة	ذات	الفاصلة	)	1
		.	ℝير	حدود	إذن	هي	قابلة	للاشتقاق	على	كثgأ	ـ	الدالة	)	2

:2الدالة	 1u x x x− f:	إذن	الدالة	ℝ	تقبل	الاشتقاق	وموجبة	تماما	على֏+ x u֏الاشتقاق	تقبل			علىℝ.		

)ب	ـ	 )1 1f =	،	( )1 1g =،	( ) 1
' 1

2
f )	و= ) 1

' 1
2

g =.		

):		هي	fج	ـ	معادلة	المماس	لمنحني	الدالة	 )1
1 1

2
y x= − 		.g	ونجد	نفس	المعادلة	لمماس	منحني	الدالة	+


���Vـ�5W"
��ا
".�-�Oا

		:	في	كل	الحالة	من	الحالات	التالية	0برر	التقريب	التآلفي	المحلي	عند	
))		أ	 )3

1 1 3x x+ ≈ )لدينا	.			+ )3 3 21 3 3 1x x x x+ = + + 	23x	و3x	فيكون		0	من	x	وعندما	يقترب	+
		.قيمتين	مهملتين

)يمكن	اعتبار	معادلة	مماس	منحني	الدالة )3
1x x+֏	الفاصلة	ذات	النقطة	عند	0	هي	1 3y x= +.		
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2 0
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− = = −
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4
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		.����fللمنحنيلأنها	هي	نقطة	انعطاف		Cعند	النقطة	موازية	لمماسه		����f	توجد	مماسات	أخرى	للمنحني	لا.5
fالمجال	على	فةالمعر	الدالة	[ 			هو	عبارة	عن	نصف	دائرة�،	تمثيلها	البياني2;0[

		.كما	هو	مبين	في	الشكل	
		.المماس	منطبق	على	محور	التراتيب)	1
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lim
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 ∈ − + ∞  
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)	:xتحقق	أن	من	أجل	كل	عدد	حقيقي.3 ) ( ) ( )23 3 3f x x x x− + = +.		
]إذا	كان.	4 [3;x ∈ − + )	فإن∞ ) ( )3 3 0f x x− + [	ويكون	المنحني	فوق	المماس	،	وإذا	كان≤ ]; 3x ∈ −∞ −	

)فإن ) ( )3 3 0f x x− + ��.	ويكون	المنحني	تحت	المماس≥
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):	ب								تصوي ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ×		

0xإذا	كان	)	أ)	1 y= ):		فإن= ) ( ) ( )0 0 0f f f= )ومنه	× ) ( ) 2

0 0 0f f − = 		

)ومنه	 ) ( )0 1 0 0f f − = 	ومنه( )0 1f 		.	غير	معدومةf	لأن	=

):	xمن	أجل	كل	عدد	حقيقي	)	ب ) ( ) ( )f x f x f x x× − = −		
)ومنه		 ) ( ) ( )0f x f x f× − )		أي			= ) ( ) 1f x f x× − =		
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2 2 2 2

x x x x
f f f f x
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xf x x e−= + −		

))		أ.� ) 1
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2

xf x e−= ]	متزايدة	تماما	على	fالدالة	+ [0;+∞.		

))	ب )lim
x

f x
→+∞

= +∞.		

))	أ.� ) ( )1
lim 1 lim 0
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x x
f x x e−
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1:	هي	D	معادلة	المستقيم	المقارب
1

2
y x= +.		

)المنحني	)ب )C	المستقيم	أسفل	D.			
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					1.	( )( ) ( ) 1 sinxg x f x e x−− = −		

	sin 1x على	=
	

[ ]0;π		معناه
2

x
π=.		النقطة	في	يشتركان	المنحنيان	2إذن;

2
A e

ππ − 
 
 
 

		

2.
	

( )'( ) sin cosxf x e x x−= − )'				و+ ) xg x e−=
			

	

2' '
2 2

f g e
ππ π −   = = −   

   	
.	مماسا	مشتركاAإذن	المنحنيان	يقبلان	في	النقطة	

		 �������
���ـ�ا�	ا���ا�����ر������ا��������4

						( ) 3 22 3 11 6P x x x x= − + + −		
�	(( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3P x x x x= − + −��

�	(( ) 0P x )أو�	معناه= )2x = )أو− )3x =		

�	(
1

2 32 ; ;x e e e−  ∈  
  
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ln ;ln 3
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ln ln 3

x y
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 + =

 = −


)	مجوعة	الحلول	هي	 ) ( ){ }8; 24 , 2;6S = − −		

				3		(
2 2 169

ln ln ln 60

x y

x y

 + =


+ =
)				مجوعة	الحلول	هي	 ) ( ){ }5;12 , 12;5S =		

					1		(22 5 2 0t t− + 1	معناه=
;2

2
t

 ∈  
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):	مجموعة	حلول	الجملة	هي)		2 ) ( ){ }ln 2; ln 2 , ln 2; ln 2S = − −		
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						( ) ( ) 23ln 2 3f x x x x= + + −���
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( )' 0f x )	تكافئ= )1x 3	أو	=

2
x
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3	و	1لتاهما	يقبل	مماسين	موازيين	لمحور	الفواصل	عند	النقطتين	التين	فاص		f	الممثل	للدالة	C	إذن	المنحني
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							1	.( )1234log 2 1234log 2=.	( )1234log 2 371E =.		

)من.	2 )log 371E n 371:			نستنتج	أن= log 372n≤ <		
371	ومنه	 372log10 log log10n≤ 371	و	منه	> 37210 10n≤ <		

��.	رقما372	تتكون	منnكتابة	العشرية	للعددال.	3
��ـ�ا��$�د*ت�ا��)�'���8

									1	(3( ) xf x eλ=	،	2	(2( ) xf x eλ −=		

						3	(
5

2( )
x

f x eλ
−

=	،		4	(8( ) xf x eλ=																			��

		1	(
1

2( )
x

f x eλ
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)	الذي	يحقق	fالحل	الخاص	)	2 )ln 4 1f 			هو=
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2( ) 2
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f x e
−
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1yالمستقيم	الذي	معادلته:		تصويب)	1								 )	مستقيم	مقارب	للمنحني= )C		عند−∞.		
( ) ( ), , 2, 3,1a b c = −		

lim)	أ)	2 ( ) 1
x

f x
→−∞

)المنحني	.= )C	معادلته	الذي	المستقيم	1يقبلy 		.∞−	كمقارب	عند	=

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ •		

( )'( ) 4 3x xf x e e= − •		
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)المنحني	)	ب )C	فاصلتاهما	اللتين	النقطتين	في	الفواصل	محور	يقطع	0	و	ln 2−.		
)معادلة	المماس	للمنحني	• )Cفاصلتها	التي	النقطة	عند	0	هي	y x=.		
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22,2 2 0,2

'( ) 2 2,2
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'( ) 0f x [ه		معنا< [ ] [1;0 0,1;x ∈ − ∪ +∞	،	'( ) 0f x [	معناه	> [0;0,1x ∈	،	'( ) 0f x }	معناه= }0;0,1x ∈		
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(0)لدينا)	جـ 0f ]	و	على	المجال	= ]مستمرة	و	متزايدة	و	تأخذ	قيمها	في		fالدالة	∞+;0,1] [(0,1);f +∞		
(0,1)	و	 0f )0	حيث	0xي	وحيدإذن	يوجد	عدد	حقيق.> ) 0f x =		
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(0,15))	ب 0f (0,16)	و	> 0f 0,15	ومنه	< 0,16α 		0,16	هي	α	للعدد−210قيمة	مقربة	بالزيادة	إلى	.>
		
		
		
		

1	:	xمن	أجل	كل	عدد	حقيقي	)	أ)	1								 cos 4 1x− ≤ −0xe	و	≥ 		.	ومنه	<
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;2	هي	النقط	C	و	Γالنقط	المشتركة	للمنحنيين)	2
2

k

kM k e
ππ − 

 
 
 

		

2)	أ)	3 2 2
1

n

n nu e e e u
π π π− − −

+ = × )المتتالية	.= )nu	أساسها	هندسية	2e
π−

		

)أساس	المتتالية)ب )nu20 1e
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]	من	xمن	أجل	كل	عدد	حقيقي	)	أ)	4 [0;+∞:		

):		تصويب ) ( ) ( )' cos 4 4sin 4xf x e x x−  = − + 		
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x k
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		.لهما	نفس	المماس	عند	كل	نقطة	من	نقط	نقاطعهما	C	و	Γإذن	المنحنيين

'2	:لدينا)	5
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f e
ππ −  = − 
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yالمستقيم	الذي	معادلته)		أ)	2 m=	المنحني	يقطع( )Γ	نقطتين	.في	إذن	المعادلة( )f x m=حلين	تقبل	.		
(0,3573))	ب 0,2499f (0,3574)			و	≈ 0,25001f ≈		

))	جـ ) 0f x 0x	تكافئ= 1		و=
( )f x
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0u:تصويب	:2الجزء α=	و	1
nu

n nu u e−
+ =		

0u)	أ)	1 α=	و	0α 0nu	و	إذا	كان	< 0nu	فإن	<
nu e− 1	و	منه	< 0nu + 0nuإذن		.< >.		

))	ب )1 1nu
n n nu u u e−

+ − = −		

�0nu	بما	أن −1nue	و	< 1	فإن> 0n nu u+ − )بالتالي			و	> )nuمتناقصة			

))	جـ )nuبـ	الأسفل	من	محدودة	و	متناقصة	متقاربة0	فهي	لتكن.ℓنهايتها	.		
=−eلدينا	 ℓℓ ℓ	تكافئ	0=ℓ		
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		.∞+يؤول	إلى	nS،	إذن	∞−	يؤول	إلىnw	،	0ؤول	إلى	يnuبما	أن		)	جـ
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yلذي	معادلته	أي	أن	المستقيم	ا mx p= 1mإذن.	D	و	هو	المستقيم	∞+	مقارب	للمنحني	عند	+ p= =.		
		.	مركز	تناظر	للمنحنيJالنقطة	)	ب

))		جـ ) 1 ( )f x x xϕ= + +،( ) 1 ( )f x x xϕ− = − + + −								

)ومنه	 ) ( ) 2 ( ) ( )f x f x x xϕ ϕ+ − = + + )و	نعلم	أن		− ) ( ) 2f x f x+ − )	،إذن= ) ( ) 0x xϕ ϕ+ − =		
( ) ( )x xϕ ϕ− = 			فرديةϕ	ومنه	الدالة−

))	د ) ( ) 2f x f x+ − )	و	منه	= ) ( )' ' 0f x f x− − )ومنه	= ) ( )' 'f x f x= 		.زوجية	f'إذن.−

))	أ)	3 ) 2

( ) xx ax b eϕ −= )	ومنه	+ ) 2

( ) xx ax b eϕ −− = − +،		
ax	فردية	يكون	ϕ	بما	أن	الدالة b ax b− + = − 0b	و	منه	− =		

))	ب ) 2

1 ( ) 1 xf x x x x axeϕ −= + + = + )		ومنه	+ ) ( ) 22' 1 '( ) 1 1 2 xf x x a x eϕ −= + = + −		

(0)'هو	)	Jالنقطة		(0د	النقطة	التي	فاصلتها	عنTمعامل	توجيه	المماس	)	جـ 1f e= −		
'(0) 1f a= 1		معناه+ 1e a− = a	أي	+ e= −		

))	د ) 2 2

1 1x xf x x axe x exe− −= + + = + −		

):	1						الجزء ) x

x
f x

e x
=

−
		

1	('( ) 1xg x e= −.		'( )g xكان	إذا	موجبة	0x 0x	و	سالبة	إذا	كان≤ ≤		
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5
30

G x x x x= − + −		
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2 22
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)المتتالية)	1.	1 )nuنحو	تتقارب	أنّها	وتبدو	رتيبة	ليست	2.		
2	(		
		
		
		
		

3	(1
3

2
x x− + 2x	معناه	= 2αإذن	.	= =.		

nليكن ∈ ℕ	،	1 1

1
2 1

2
n n nv u u+ += − = − 		:	أي	+

( )1

1 1
2 1

2 2
n n nv v v+ = − + + = )	وبالتالي− )nvهندسية	.		

1لدينا	
1 1

2
− < − lim	إذن> 0n

n
v

→+∞
lim	و= lim 2 2n n

n n
u v

→+∞ →+∞
= + =.		

0aإذا	كان)	1.	2 n،1nu	فإنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	= b+ =.		
0uومنه	إذا	كان b=فإن	( )nuكان	وإذا	ثابتة	0u b≠	فإن	( )nuالثاني	الحد	من	ابتداء	ثابتة	تكون	.		

1aإذا	كان)	2 ،1n	n	فإنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي= nu u b+ = )إذن	المتتالية.	+ )nuأساسها	حسابية	b.		
3	(0a 1a	و≠ ≠.		

2 3

2

3

0 1

1

x

y

u 0 u 1u 2 u 3u 4



)	الوضعية	النسبية	للمستقيمين• )Dو	( )	العبارة		تستنتج	من	إشارة∆( )1a x b− +.		

[إذا	كان	 [ ] [;0 0;1a ∈ −∞ 		:	فإن	∪

( )	يقع	فوق∆( )D	يكون	لما	;
1

b
x

a

− ∈ −∞ − 
		؛

)و )	يقع	أسفل∆( )D	يكون	لما	;
1

b
x

a

− ∈ +∞ − 
.		

[إذا	كان	 [1;a ∈ 		:	فإن	∞+

( )		يقع	أسفل∆( )D	يكون	لما	;
1

b
x

a

− ∈ −∞ − 
		؛

)و )		يقع	فوق∆( )D	يكون	لما	;
1

b
x

a

− ∈ +∞ − 
.		

•	
1

b

a
α −=

−
.		

n	ليكن• ∈ ℕ	،	1 1
1

n n

b
v u

a+ += +
−	

1أي
1 1 1

n n n

b b ba
v au b a v

a a a+
 = + + = − + − − − 

1n	معناه	 nv av+ =	

)إذن )nvأساسها	هندسية	a.		
4(1n nu u b+ = − 0	؛+ 0u u=1؛ 0u u b= − 2	؛+ 0u u=؛	3 0u u b= − 4	؛+ 0u u=؛	5 0u u b= − 6	؛	+ 0u u=.			

pنلاحظ	أنّه	من	أجل	كل	 ∈ ℕ:		2 0pu u=و	2 1 0pu u b+ = − +		

nخرى	من	أجل	كل	بصيغة	أ ∈ ℕ:		( ) 01
2 2

n

n

b b
u u

 = − − + 
 

.		

)لدينا			)	3للبرهان	على	التخمين	يمكن	استعمال	السؤال	 )0 1
2 2

n

n n n

b b
u v v vα= + = + = − 			؛	أي+

( )0 1
2 2

n

n

b b
u u

 = − − + 
 

.			
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1	.1	(( ) ( )lim lim 1x

x x
f x e x

→−∞ →−∞
= − + = )؛	∞+ ) 1

lim lim
x

x x

e x
f x x

x x→+∞ →+∞

 += − = +∞ 
 

.		

( )' 1xf x e= 		:	ومنه	جدول	التغيرات	−
−∞              0                +∞  

x		
          -       0          +	( )'f x		
+∞                                +∞       
                  0 	

( )f x		

)	،	xمن	أجل	كل	عدد	حقيقي)	2.	1 ) 0f x 1	،	x		معناه	من	أجل	كل	عدد	حقيقي≤ xx e+ ≤...( )1		



xبوضع)	3.	1 X= −	( 1ح	تصب1( XX e −− 1Xوبفرض		≥ 1	أي	> 0X− 1	يكون	< 1

1Xe X− ≤
−

		

1أي	

1

Xe
X

≤
−

1xوبالتالي	إذا	كان		.	 1	فإن	>

1

xe
x

≤
−

...	( )2		

1بوضع	)	1.	2
x

n
=	( 	تصبح	1(

1
1

1 ne
n

+ 1	أي	≥
1

n

e
n

 + ≤ 
 

.		

)بوضع	)	2.	2 )1x n= − )	يكون	+ )1 1n− + )	والمتباينة	> )	تصبح	2( )1 1

2

ne
n

− + ≤
+

	إذن	

( )1 1 1 1
1

2

ne
n n n

− + ≤ ≤ ≤ +
+

	ومنه	
1

1
1

n

e
n

+
 ≤ + 
 

		

لدينا	)	1.	3
1

1 1
1 1

n n

e
n n

+
   + ≤ ≤ +   
   

	معناه	
1

1 1
1 1

n n

n n nu e u u
n n

+
   + − ≤ − ≤ + −   
   

أي	

1 1
0 1

n

ne u
n n

 ≤ − ≤ + 
 

1	ولدينا	
1 3

n

e
n

 + ≤ ≤ 
 	

1إذن	 1 3
1

n

n n n
 + ≤ 
 

3	وبالتالي	
0 ne u

n
≤ − ≤.		

3لدينا	)	2.	3
lim 0

n n→+∞
limإذن	= 0n

n
e u

→+∞
− =

	
limوبالتالي	 n

n
u e

→+∞
=.		

3	.3(		
		
		

			تطبيق

1	(( )1

1

1 !
n nu u

n+ − =
+

1	ومنه	 0n nu u+ − >		

2	(
( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1

! 1 !1 1 !
n nv v

n n nn n+ − = − +
++ +  

		

( ) ( )1 2

1 1

! 1
n nv v

n n n
+

 −− =  
+  

1	إذن	 0n nv v+ − <.		

3	(( ) ( )
1

lim lim 0
!

n n
n n

v u
n n→+∞ →+∞

− = =.			

)المتتاليتان	 )nuو	( )nvالنهاية	نفس	لهما	وبالتالي	متجاورتان	.		
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		الجزء	الأول	

nليكن)	1 ∗∈ ℕ	،			
2	(		

		الجزء	الثاني

)	حيث	h	وgنعتبر	الدالتين)	1 ) 1 lng x x x= − )	و+ ) 1
1 lnh x x

x
= − −.		

( )
0

lim
x

g x
>→

= )؛	∞− ) 1 ln
lim lim

x x

x x
g x x

x x→+∞ →+∞

− = + = −∞ 
 

.		

( ) 1 1
' 1

x
g x

x x

−= − + =		

0                 1                  +∞  
x		

          +       0          -	( )'g x		
                   0  

−∞                                   −∞ 	
( )g x		

[إذن	من	أجل	كل [0;x ∈ +∞	،	( ) 0g x 1	معناه	≥ ln 0x x− + ln	أي	≥ 1x x≤ −.		

( ) ( )
0 0

1
lim lim 1 1 ln

x x
h x x x

x> >→ →
= − + = 		؛∞−

( )lim
x

h x
→+∞

= −∞	.( ) 2 2

1 1 1
'

x
h x

x x x

−= − =		

0                 1                  +∞  
x		

          +       0          -	( )'h x		
                   0  

−∞                                   −∞ 	
( )h x		

[أجل	كلإذن	من	 [0;x ∈ +∞	،	( ) 0h x 1	معناه	≥
1 ln 0x

x
− − 1	أي	≥

1 ln x
x

− ≤.		

1خلاصة	
1 ln 1x x

x
− ≤ ≤ −.		

		.غير�معدوم	عدد	طبيعي	pليكن	)	2

1pنضع	
x

p

1:		وبالتعويض	في	المتباينة	السابقة	نجد	=+ 1
1 ln 1

1

p p p

p p p

+ +− ≤ ≤ −
+

	وهذا	يعني	

1 1 1
ln

1

p

p p p

+≤ ≤
+

.		

3((a	1 1 1
ln

1

n

n n n

+≤ ≤
+

1؛	 2 1
ln

2 1 1

n

n n n

+≤ ≤
+ + +

1؛	...		؛	 2 1
ln

2 2 1 2 1

n

n n n
≤ ≤

− −
.		

(b	الطرف	1	:	1 1 1

1 2 2
nu

n n n
+ + =

+ +
1	:	2الطرف	.	 2 2

ln ... ln 2
1 2 1

n n n

n n n

+ + × × × = + − 
.		

1	:3الطرف 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2
nu

n n n n n n
+ + + = + −

+ + −	
1أي	 1 1 1 1

1 2 2 1 2
nu

n n n n n
+ + + = +

+ + −
		



1إذن	
ln 2

2
n nu u

n
≤ ≤ +.		

1المتباينة	السابقة	تكافئ	)	4
0 ln 2

2
nu

n
≤ − 1	ولدينا	≥

lim 0
2n n→+∞

)إذن	= )lim ln 2 0n
n

u
→+∞

− limأي	= ln 2n
n

u
→+∞

=.��

��������التمارينالتمارينالتمارينالتمارين
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	أ�ـ
0

1

2

1
3

2
n n

u

u u+

=

 = −

			

		 .متناقصة	تماما
		
		

ب�ـ�
0

1

1

1

2
n n

u

u u+

=

 = −

.			

		.ليست	رتيبة	
		
 		

��
��
��
��

1	�ـ�ـ

1

1

2n n

u

u u+

=
 = +

.			

		 .متزايدة	تماما

1

3

5
n nv v r+ − =	

1و 3 3 3 3 33 3n n n n n nw w u u u r u r+ +− = − = + − =.		
)لدينا	 ) ( )90 2 90 90 180r r− + − + 	ومنه	=
3 90r 30r	أي= 		.°90	و°60،°30	إذن	الأقياس	هي=
		.استعمال	التراجع)	1

1لدينا)	2

1

11 1
1 1n

n n
n n n

v
u u

v v v+
+

+= = = + = 	إذن	+

( )nu	أساسها	حسابية	1.		

7 3 4u u r= 7	معناه	+ 3

4

u u
r

6r	أي=− 			؛=

17 3 14 97u u r= + =.		
1�(( )1 3 1 3 5nu u n n= + − = −.���

2�(( )1 2 20 1 20

20
...

2
u u u u u+ + + = �و���	��+

20 55u �1إذن�= 2 20... 530u u u+ + + =.��

1 3 5
1 2 ... 10

2 2 2
S = + + + + + +.		

Sأساسها	هندسية	متتالية	من	متتابعة	حدود	مجموع	هو	1

2
	

1وحدها	الأول	

1

2
a )؛	= )1

1 1
1

2 2
na a n n

 = + − = 
 

		

10naإذن	 20n	معناه= 20	وبالتالي= 1
10

2 2
S

 = + 
 

		

105Sأي	 =.		
1

1 2 1 1

5 5 5 5 5 5

7 7 7 7 7 7

n n n

n nn n n
u u

+

+ + + +

×= = = × = ×
×

.		
3

3 10

7

18

11

u
q

u
 = =  
 

18؛	

11
q 20	؛=

30 10u u q= ×		

أي	
20

30 23

27 18

11
u

×=		

1	(12 3n
nu −= − ×.		

2	(( )
7

1 2 7

3 1
... 2 2186

3 1
u u u

−+ + + = − = −
−

.		

3	(2

1 2 2 2 3 9n n n nv u u v+ += = × =.		
)إذن )nv	أساسها	هندسية	الأول9	وحدها	1 2 6v u= = −		

	( ) ( )1 2

9 1 3
... 6 9 1

9 1 4

n
n

nv v v
−+ + + = − = − −
−

.		

1	(3 19u u=	معناه	2

1 19u q u× 2	أي= 9q =	
1لأن 0u 3q	وعليه	< 3q	أو= = 	وبما	أن	كل	الحدود	−
3qبة	تماما	فإن	موج =.		

2 

1 
2-1-2-3-4-5-6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2u 3u 4

-1

-1

0 1

1

x

y

u 0u 1 u 2u3

2 3 4 5 6 7

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2

3 

4 

6 

5 

7 

8 

9 

10 

11 



2	(0 2 3n n
nu u q= × = ×.		

3	(
1

1

0

1
3 1

1

n
n

n

q
s u

q

+
+−= = −

−
.		
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( )0p	تعني	( )0 0 1
0

2

+
=.		

)إذا	كانت	 )1
1 2 ...

2

k k
k

+
+ + + 			فإن	=

( ) ( ) ( )1 2 1
1 2 ... 1

2 2

k k k
k k

+ +
+ + + + + = +		

)أي	 ) ( )( )1 2
1 2 ... 1

2

k k
k k

+ +
+ + + + + =.		

( )0p	تعني	( )( )2 0 0 1 2 0 1
0

6

+ × +
=.		

)إذا	كانت	 ) ( )2 2 2 1 2 1
1 2 ...

6

k k k
k

+ +
+ + + فإن	=

( )
( )( ) ( )

22 2 2

2

1 2 ... 1

1 2 1 6 1

6

k k

k k k k

+ + + + + =

+ + + +		

( ) ( )21 2 7 6

6

k k k+ + +
=		

( )( )( )1 2 2 3

6

k k k+ + +
=		

( )0p	تعني	( )22

3 0 0 1
0

4

+
=.		

)إذا	كانت	 )22

3 3 3 1
1 2 ...

4

k k
k

+
+ + + 			فإن=

( )
( ) ( )

33 3 3

2 32

1 2 ... 1

1 4 1

4

k k

k k k

+ + + + + =

+ + +		

( ) ( )2 21 4 4

4

k k k+ + +
=		

))	أ )1p	تعني	1 1u 2	أي	< 1>.		
1ku 1ku	معناه	< 1	ومعناه	< 1ku + >.		

))	ب )' 1p	تعني	2

3

2
u 3	أي	≥

2
2

≤.		

1إذا	كان

3

2
ku + 1	فإن	≥

9

4
ku + 1	ومنه	≥

9

4
ku + ≤	

1مع	الملاحظة	أن 1ku + 2	إذن	<

3

2
ku + ≤.			

( )p n		الخاصية	3"هيnu ="			

( )0p	تعني	0 3u =.		
3kuإذا	كانت	 1	فإن	= 6 9 3k ku u+ = + = =.		
1	(( )0p	تعني	00 1u< <		

0 1ku< 2	معناه	> 2 20 1ku< 10أي	> 1ku +< <.		
2	(( )1 1n n n nu u u u+ − = 0	بما	أن	− 1nu< 	فإن	>
0nu 1	و< 0nu − 1	إذن> 0n nu u+ − <		.		

( )0pتعني		02 		.7	�ِـ	مضاعف	−1
32لدينا	 1 7k α− 32	معناه	= 7 1k α= +.		

( ) ( )3 1 32 1 8 2 1 8 7 1 1
k k α+ − = × − = × + 	أي	−

( ) ( )3 1
2 1 7 8 1

k α+ − = × +.		

( )0pتعني		03 		.8	�ِـ	مضاعف	−1
23لدينا	 1 8k α− 23	معناه	= 8 1k α= +.		

( ) ( )2 1 23 1 9 3 1 9 8 1 1
k k α+ − = × − = × + 	أي	−

( ) ( )2 1
3 1 8 9 1

k α+ − = × +.		

( )p n	هي	23" 2n n−−−−	للعدد	مضاعف	7"			

( )0p	الخاصية	هي	0 03 		.�7�ِـ�	مضاعف−2
23 2 7n n α− 23ناه		مع= 2 7 2n n nα− = +.		

( )2 1 1 23 2 9 3 2 2
n n n n+ +− = × − 			أي	×

( ) ( ) ( )2 1 13 2 9 7 2 2 2 7 9 2
n n n n nα α+ +− = + − × = +		

)يمكن	اعتبار )p n	هي	2" 1 23 2n n+ ++ ++ ++ 	مضاعف	للعدد	+++++
7	."			

( )0p	تعني	30 2 0− 		.3	يقبل	القسمة	على	×
3نفرض	أن	 2 3n n α+ =		

)لدينا ) ( )3 3 21 2 1 3 3 2 3n n n n n n+ + + = + + + +		

)أي	 ) ( )3 21 2 1 3 3 3 3n n n nα+ + + = + + +.		
10لدينا	)	1 1 9n α+ 10	معناه	= 9 1n α= 	أي		−

110 90 10n α+ = )	ومعناه	− )110 9 10 1 1n α+ = − −.		
0nمن	أجل)	2 =،010 1 2+ 		.9�ِـ	ليس	مضاعف	2	و=

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

21 

20 

22 
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3لدينا 310 10nu− −− < 31	معناه	>
0 10

n n
−< <		

ومعناه
3

1

10
n n 3	ويكافئ	<− 610n 210n	أي	< >.		

610nu 610n	معناه	< n 3	ومعناه	< 1210n >	
410nأي	 >.		

3لدينا	

2
n n

u 510nu	؛	= 52	معناه	>− 3 10n > ×		

أي	
53 10

ln 2
n

		.432809	إذن	ابتداء	من	الدليل	<×

3nلدينا	
nu 1210nu		؛= 123	معناه	< 10n 	أي	<

1210

ln 3
n 		.910239226627	إذن	ابتداء	من	الدليل	<

1	(3 2 3
lim

2 1 2n

n

n→+∞

+ =
−

	.2(	5 2 5
lim

4 3 4n

n

n→+∞

− =
−

.		

3	(2
lim 2

1n
n

n→+∞
− = +∞

+
.	 

4	(
2

2
lim 4

3 1n

n n

n→+∞

+− + = +∞
+

.		

1	(
2

2

7 3 2
lim 7

1n

n n

n n→+∞

− + =
− +

	.		

2	(
( )

2

2

4 2
lim 1

2n

n n

n→+∞

− + + = −
+

				.		

3	(
2

3 12
lim 0

1n

n

n→+∞

− + =
+

		.4	(
2 2

lim
4 3n

n n

n→+∞

+ = +∞
+

.		

1	(3 2 3
lim

2 1 2n

n

n→+∞

+ =
+

.		

2	(
2 2

lim lim
3n n

n
n

n→+∞ →+∞

+ = = +∞
+

.		

	3	(2
lim 0

2 1n

n

n→+∞

+ =
+

.			

	4	(( )lim lim 1
1 1n n

n n n n
n

n n→+∞ →+∞

+ = + = +∞
+ +

.		

1	(3 2 3
lim sin sin 1

2 2n

n

n

π π
π→+∞

+  = = − + 
	.			

2	(( )3 2
lim cos cos 3 1

2n

n

n

π π
π→+∞

− +  = − = − + 
.		

3	(1
cos

17
n

n
u

n

π=	.	1لدينا 1
nu

n n
− ≤ ≤،			

1بما	أن	 1
lim lim 0

n nn n→+∞ →+∞
− = lim	فإن	= 0n

n
u

→+∞
=.		

)	النقطتانهما∆	و�تقاطع)	1 )0;0Oو	( )1;1A.		
2(fعلى	تماما	متزايدة	[ )	إذن∞+;0] )nuتماما	متزايدة	.		

( )lim limn
n x

u f x
→+∞ →+∞

= = )	ومنه∞+ )nuمتباعدة	.		

3(��
������0 0,8v ����:�{�أن=


������)ا� )nv�����3�
mR�	�����

��a0و���3رب����
��

�
������0 1,1v = ����:�{�أن−


������)�ا� )nv����������Xا��ة�3

limو n
n

v
→+∞

= +∞��

�
������0 1,1v =
������)��:�{�أن�ا� )nv��������Xا��ة�3

limو n
n

v
→+∞

= +∞��

��
��
��
��
��
��
��
��
4�(��	���( )0 0f )و��= )1 1f �0إذن���*���ر�= 0v =�

0أو 1v )���@�ن�= )nv�
���T�.��
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�ت�ا
��2ودة��ـ�4
��.�ا

��	���4

7
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5 5 10 4,9999999
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u −= − = − =�

�U	410و�
4,99999u >�����}��4,99999و�0إذن�ا��6د�

�
������(��j(�^ا��)�	m'ان���ان�� )nu.��

��أ4(�آ(���د���6�1Z_�'���6وم����	���n�,�
2

10
0

n
− <�

�U	5و�nu �ه����	m'ان���دان�����6و�5و��������>


������(��j(�^ا.��

nكل		لدينا	من	أجلأ�ـ� ∈ ℕ،	1 sin 1
7

nπ − ≤ ≤ 
 

	

)إذن )nu	محدودة	ـ�	و−1	1.		

23 

24 

25 

26 

27 

31 

28 

29 

30 

2 3 4-1

2

3

4

0 1

1

x

y

u0 u1u2 u3
2 3 4

2

3

4

0 1

1

x

y

u0u1u2 u3

0 1

1

x

y

u0u1u2u3

32 

33 



n	كل	لدينا	من	أجل	ب�ـ ∗∈ ℕ،	
2

1
1 1 2

n
< + إذن		≥

( )nu	محدودة	ـ�	و1	2.		

n	كل	لدينا	من	أجلـ��ـ� ∈ ℕ	،	1
1 1 2

2n
< + <

+
	إذن	

( )nu	محدودة	ـ�	و1	2.		

n	كل	لدينا	من	أجلـ�د� ∈ ℕ	،	
2

1
0 1

1 n
< ≤

+
	إذن	

( )nu	محدودة	ـ�	و0	1.		

	أ�ـ
2 1

n

n
u

n
=

+
)؛		 )

2 1

x
f x

x
=

+
	؛	

( )
( )2 2

1
'

1 1
f x

x x
=

+ +
				

0                  	                    +∞  
x		

+	( )'f x		
                                   			    1 
 0                  	

( )f x		

n	كل	من	أجل ∈ ℕ	،	0 1nu≤ <.		

ب�ـ�
2

2

1

1
n

n
u

n

−=
+

)	؛	 )
2

2

1

1

x
f x

x

−=
+

			؛

( ) ( )
2

22

4 1
'

12 1

x x
f x

xx

+=
−+

.		

1                                +∞ 	x		
+		( )'f x		

                                     1 
0  

( )f x		

n	كل	من	أجل ∗∈ ℕ	،	0 1nu≤ <.		

3	�ـ�ـ

3 2
nu

n

−=
+

)	؛	 ) 3

3 2
f x

x

−=
+

		

( )
( )

9
'

2 3 2 3 2
f x

x x
=

+ +
		

0                                 +∞ 	
x		

+		( )'f x		
                                     0  

3 2

2

−
 

( )f x		

n	كل	من	أجل ∈ ℕ	،	3 2
0

2
nu

− ≤ <.		

2n	أ�ـ
nu )	؛	= )nu	من	محدودة	إذن	متزايدة	متتالية	

0	�ـالأسفل	 1u 	وبما	أنها	غير	متقاربة	أي	=
lim n

n
u

→+∞
= 		.	فإنها	غير	محدودة	من	الأعلى∞+

3	ب�ـ 2nu n= )	؛	− )nu	إذن	متزايدة	حسابية	متتالية	
0	��ـمحدودة	من	الأسفل 2u = 	وبما	أنها	غير	متقاربة	أي	−

lim n
n

u
→+∞

= 		.دودة	من	الأعلى	فإنها	غير	مح∞+

2	�ـ�ـ 1nu n n= + )	؛	− ) 2 1f x x x= + 	؛	−
( )' 2 1f x x= +		

0                                 +∞ 	
x		

+		( )'f x		
                                   +∞  

1−  
( )f x		

( )nuالأسفل	من	محدودة	ـ��	0 1u = 		.	فقط−

21	أ�ـ

1
nu n

n
= +

+
،	n	؛	من	أجل	كل	عدد	طبيعي

2 0nu n> )	إذن	≤ )nu	وغير	الأسفل	من	محدودة	
		.محدودة	من	الأعلى

cosnu	ب�ـ n n= )	؛	+ ) cosf x x x= 	؛	+

( )' 1 sinf x x= 1	ولدينا	− sin 0x− ≥.		

1بما	أن	 cosx x x− ≤ )	فإن	+ )lim
x

f x
→+∞

= +∞.		

0                                 +∞ 	
x		

0               + ( )'f x		
                                   +∞  
1 

( )f x		

( )nuالأسفل	من	محدودة	ـ��	0 1u 		.	فقط=

)	�ـ�ـ ) 21
n

nu n= − 	زوجيا	فإن	n	؛	إذا	كان	×
2

nu n=وبالتالي	( )nuالأعلى؛	من	محدودة	ليست			

2	فرديا	فإن	n	وإذا	كان	

nu n= )	وبالتالي− )nu	ليست	
		.فلمحدودة	من	الأس
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1	(( ) 2 5 6f x x x= − )؛	+ )' 2 5f x x= −.		

−∞               
5

2
             +∞    x				

          -         0        + ( )'f x				
+∞                                +∞  

                 
1

4
− 	

( )f x				

]	متزايدة	تماما	على	fالدالة)	2 	إذن	من	أجل	كل	∞+;4]
4x ≥	،	( ) ( )4f x f≥	أي	2 5 6 2x x− + ≥.		

،	4	أكبر	من	أو	يساويnوبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي
2 5 6 2n n− + ذا	يعني		وه≤

2

1 1

5 6 2n n
≤

− +
.		

2""�

"�ن�ا
2",�ور��ن��ـ�5
��.�ا

1

2 4
nu

n

−=
+

1	و

1
nv

n
=

+
	؛	من	أجل	كل	

n ∗∈ ℕ	لدينا		:( ) ( )1

1

2 2 3
n nu u

n n+ − =
+ +

	

)و )( )1

1

1 2
n nv v

n n+
−− =

+ +
)	إذن	 )nu	متزايدة	

)و )nv	ولدينا	،	متناقصة	
2

3 5

2 6 4
n n

n
u v

n n

− −− =
+ +

	إذن	

( )lim 0n n
n

u v
→+∞

− )وبالتالي= )nuو	( )nvمتجاورتين	.		

lim lim 0n n
n n

u v
→+∞ →+∞

= =		

1 1
1n

n
u

n n

−= = 	و−
2

1
1nv

n
= 			؛+

( )1

1

1
n nu u

n n+ − =
+

)	إذن )nuمتزايدة	.		

( )
( )1 22

2 1

1
n n

n
v v

n n
+

− +
− =

+
)	إذن )nvمتناقصة	.		

( ) 2

1 1
lim lim 0n n

n n
u v

n n→+∞ →+∞

 − = − − = 
 

.		

lim lim 1n n
n n

u v
→+∞ →+∞

= =.		

2	أ�ـ 3

1
n

n
u

n

−=
+

)؛	 )( )1

5

1 2
n nu u

n n+ − =
+ +

	

)ومنه )nuمتزايدة.		
2 3

1
n

n
v

n

+=
+

)	؛	 )( )1

1

2 1
n nv v

n n+
−− =

+ +
			ومنه

( )nvمتناقصة		.( ) 6
lim lim 0

1
n n

n n
u v

n→+∞ →+∞

−− = =
+

	

)إذن	 )nuو	( )nv	متجاورتان	.		

)	ب�ـ )1
3

n

nu
n

−
= )؛+ ) ( )1

1

1 2 1

1

n

n n

n
u u

n

+

+

− +
− =

+
		

)منه	و )nu	وبالتالي	رتيبة	ليست	( )nuو	( )nv	غير	
		.متجاورتين	

1 1 1
...

1 2 2
nu

n n n
= + + +

+ +
؛		

1

1 1 1

2 1 2 2 1
n nu u

n n n+ − = + −
+ + +

		

( )( )1

1

2 1 2 1
n nu u

n n+ − =
+ +

)	إذن	 )nuمتزايدة	.		

1
n nv u

n
= )	؛	+ )( )1

3 2

2 1 2 1
n n

n
v v

n n n+
− −− =
+ +

			

)إذن	 )nvمتناقصة		.( ) 1
lim lim 0n n

n n
v u

n→+∞ →+∞
− = =.		

1 1 1
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1 2 2
nu

n n n
= + + +

+ +
		؛		

( )( )1

1

2 1 2 1
n nu u

n n+ − =
+ +

)	إذن	 )nuمتزايدة	.		

1 1 1
...

1 2 1
nv

n n n
= + + +

+ −
			؛	

( )1

1

2 2 1
n nv v

n n+
−− =

+
)إذن		 )nvمتناقصة	.		

( ) 1
lim lim 0n n

n n
u v

n→+∞ →+∞
− = − =.		

2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3
nu

n
= + + + 	؛	+

( )1 2

1

1
n nu u

n
+ − =

+
)إذن		 )nuمتزايدة	.		

1
n nv u

n
= 	؛+

( )1 2

1

1
n nv v

n n
+

−− =
+

)	إذن	 )nv	

).	متناقصة ) 1
lim lim 0n n

n n
u v

n→+∞ →+∞
− = − =.		

1 1
1 ... 2 1

2
nu n

n
= + + + − 		؛		+

( )( )( )1

1

1 2 3 2 2 1
n nu u

n n n n
+ − =

+ + + + +
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)ومنه	 )nuمتزايدة	.		
1 1

1 ... 2
2

nv n
n

= + + + )			؛− ) ( )( )
2

1

2 2 1

1 2 1 2 1
n n

n n
v v

n n n n
+

− − −− =
+ + + +

	ومنه	

( )nvمتناقصة	.		

( ) 2
lim lim 0

1
n n

n n
u v

n n→+∞ →+∞

−− = =
+ +

		

��لتعمقتمارين�ل
2""�

�ت�ا
!�د-%��ـ�1
����
��.��rآ

ln
n

n
u

n
			عدد	طبيعي	غير	معدوم	؛n	؛	ليكن	=

( ) ln x
f x

x
)	؛	= ) 2

1 ln
'

x
f x

x

−=		

( )' 0f x x	معناه	≥ e≥	إذن	؛	f	على	تماما	متناقصة	

[ [;e )	وبالتالي	∞+ )nu		الرتبة	من	ابتداء	3متناقصة.		

5
:

!

n

u n
n

	موجبة	تماما	؛	ولدينا	u	؛	كل	حدود	֏

1 5

1
n

n

u

u n
+ =

+
1	؛	 1n

n

u

u
+ 5	معناه	>

1
1n

<
+

4n	أي >		

	أي	5ل		تكون	متناقصة	ابتداء	من	الدليuإذن	المتتالية	
		.الرتبة	السادسة

!
:

7n

n
u n 1	؛	֏ 1

7
n

n

u n

u
+ 1	؛	=+ 1n

n

u

u
+ 	معناه	<

6n 	أي	الرتبة	7	تكون	متزايدة	ابتداء	من	الدليلu	إذن	<
		.الثامنة

1 1 1
1 ...

1! 2! !
nu

n
= + + + 	؛	+

( )1

1

1 !
n nu u

n+ − =
+

1	إذن	 0n nu u+ − >.		

( ) ( )1 2

1

! 1
n nv v

n n n
+

−− =
+

1	إذن	 0n nv v+ − <.		

1أ	ـ	)	1 2 3

4 5 6 7
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v v v

v v v v

+ + =
 + + + =

	معناه	

1

1

8

2 9 37

v r

v r

+ =
 + =

1	أي	 5

3

v

r

=
 =

.			

3	ب	ـ 2nv n= 6023nv	؛	+ 2007n	معناه	< >		

			.2008هو	n	أصغر	عدد	طبيعي	وبالتالي

2(( )2 3 7nS n n= )	معناه+ ) ( )1 3 7nn u u n n+ = +		

)أي ) 13 2 7 0d n d u− − + − 3d	إذن= 1	و= 5u =.		

( )nuأساسها	حسابية	متتالية	و−5	0 4u = −	.			

1	(5 4nu n= − −	.		

2	(( )26 27 125 26 125... 50S u u u u u= + + + = 			أي+

( )50 5 26 4 5 125 4 38150S = − × − − × − = −		

	0 2u =	،	14 2 9n nu u+ − =،	2 9n nv u= −		

1	أ�ـ 3,25u =	،	2 3,875u 3	و= 4,1875u =	.		

0 5v = −	،1 2,5v = −،2 1,25v = 3	و− 0,625v = −.		

1	ب�ـ 1

9 1
2 9

2 2
n n n nv u u v+ += − = − =		

1	4ـ�ـ
5

2

n

nv
 = −  
 

	؛	
1

1 9
5

2 2

n

nu
+

 = − − 
 

.		

	د�ـ
1

0 1

1
... 10 1

2

n

nv v v
+  + + + = −  

   
			؛	

		

( )
1

0 1

1 9
... 5 1 1

2 2

n

nu u u n
+  + + + = − − +  

   
.			

0 14u =	،	1 4 3n nu u+ = +	،1n nv u= +.		

1	(( )1 1 1 4 1 4n n n nv u u v+ += + = + )		إذن= )nv	
0وحدها	الأول	4متتالية	هندسية	أساسها 0 1 15v u= + =.		

2	(15 4n
nv = 15؛	× 4 1n

nu = × −.		
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3	(2 2 2

0 1 ...n nS u u u= + + 	؛	لدينا	+
2 2225 4 30 4 1n n

nu = × − × ومنه		+

( )
( )

0 2 2

0 1

225 4 4 ... 4

30 4 4 ... 4 1

n
n

n

S

n

= + + +

− + + + + +
		

( )2 1 115 4 10 4 4
n n

nS n+ += × − × + −.		

( )nuأساسها	هندسية	متتالية	3		0و

2

9
u =			

8 8
3

3 4 10 3

3 1 2 3 1
... 3

2 9 2
S u u u u

− −= + + + = = × ×		

19680Sأي	 =.		

0,02 0,1 0,5 2,5 ... 312,5S = − + − + 		؛	+

		؛	−5	أساسهامجموع	حدود	متتابعة	من	متتالية	هندسية

1بوضع	 0,02u )	يكون	= ) 1
0,02 5

n

nu
−= −			

312,5nu )	معناه	= ) 1
5 15625

n −− 7n	أي	= =.		
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5 1

0,02 52,08
6

S
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= = −
−

.		

2 3 3 4n n
nu = × + ×.		0 1 ...n ns u u u= + + +		

1 1
1 13 1 4 1

2 3 3 4 2
2 3

n n
n n

ns
+ +

+ +− −= + = + −.		

	1 1u =،	1 2 3n nu u+ = +		،3n nv u= +		

1	(1 1 3 2 6 2n n n nv u u v+ += + = + )	إذن= )nv	هندسية	
		.2أساسها	

1		ـ 14 2 2n n
nv − += × 12؛	= 3n

nu += −.		

2	(2

1

2 1
2 4

2 1

n
n

ns v +−= = −
−

.		

1	ـ 2 1 2... 3 ...n nu u u n v v v+ + + + = + + 				أي+

( )2

1 2 ... 3 2 4 4 2 4n n
nu u u n ++ + + + = − = −	.		

	0

1

6
u =	،	1

1 5

4 8
n nu u+ = −	،5

2
3

n nv u= +.		

1	(1

7

12
u = −	،2
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u = −	.0 2v =،	

1

1

2
v 2	و=

1

8
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2	(1 1

5 1 5 1
2

3 2 12 4
n n n nv u u v+ += + = + )	إذن= )nv	

1هندسية	أساسها

4
��2ـ	.

4
n n

v 1	؛	= 5

4 6
n n
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:		حيث	nt	و	ns	كلا	من	nأحسب	بدلالة	)	3
1

0 1

1
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1 3 4 3
1

4

n

n n n
s v v v

+
  − 
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1لدينا 5

2 6
n nu v= 1	ومنه	− 5 1

3 4 6 2
n n
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u u

u u u n+ −
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4

1

a b
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+ =
 =

	هما	حلا	المعادلة	bو	a؛

2 4 1 0x x− + )إذن�	= ) ( ); 2 3 ;2 3a b = − �أو�+
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2 1nu n= +.			
2	(( )0p	تعني	2

0 1 0v = 21kvنفرض	.	+ k= 			؛+

( )22

1 1 2 1 1 1k k kv v u k k k+ = + = + + + = + +.		

0 1u =	،	1 2 3n nu u n+ = + +.			
1	(1 2 3n nu u n+ − = n	ومنه	من	أجل	كل+ ∈ ℕ	،	

1 0n nu u+ − )	أي	< )nuتماما	متزايدة	.		

2(	( )0pتعني	0 0u 2	نفرض	<

ku k>؛			
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1 2 3k ku u k+ = + 2	ومنه	+

1 2 3ku k k+ > + +	
2وعليه	

1 2 1ku k k+ > + +.		
�] [0 0 ;1u 2تصحيح�	،	∋

1 2n n nu u u++++ = − += − += − += − +.			

( )0p	تعني	00 1u< 0نفرض		.	> 1ku< <.		
:2نعتبر	الدالة 2f x x x− )	؛	֏+ )' 2 2f x x= − +	

[	موجبة	تماما	على	f'ومنه 	متزايدة	تماما	f	أي1;0]

[على )	وبالتالي	1;0] ) ( ) ( )0 1kf f u f< 	أي	>

10 1ku +< <.		
	0 1u =	،	1 2n nu u+ = +.			

	*( )0p	تعني	00 2u≤ 	المعرفة	على	fنعتبر	الدالة.	≥

[ )	:	�ـ	2;0[ ) 2f x x= )	؛	+ ) 1
'

2 2
f x

x
=

+
		

'fعلى	موجبة	[ ]على		متزايدة	تماماf	ومنه2;0[ ]0;2		
0وبالتالي	إذا	كان 2ku≤ )	فإن≥ ) ( ) ( )0 2kf f u f≤ ≤	

12أي	 2ku +≤ 10	ومنه	≥ 2ku +≤ ≤		
	*( )p n	الخاصية	هي	1n nu u+ >.		

( )0p1تعني 0u u>أي	3 1kنفرض.<1 ku u+ 	معناه	<

1 2 2k ku u+ + > 0nu	وبما	أن+ 2	فإن≤ 1k ku u+ +>			
	0 0u =	،	1 12n nu u+ = +.			

,0	nبرهن	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي)	2 4nu≤ <.			
)أدرس	اتجاه	تغير	المتتالية)	3 )nu.			

1	(1 12 3.464u = ≃	،	2 12 12 3.93u = + ≃	,	

3 12 12 12 3,991u = + + تنتمي	إلى	،	هي		⋍
]المجال [0;4.			

)الخاصية)	2 00	هي	�0( 4u≤ 		ح		وهذا	صحي>
0	عددا	طبيعيا	كيفيا	ونفترض	kليكن 4ku≤ 	ومنه		>

12 12 16ku≤ + 12أي	> 12 4ku≤ + <	
0ومنه 12 4ku≤ + 10	إذن> 4ku +≤ <	.		
0نلاحظ	أن	)	3 1 2 3u u u u< < 	لنبرهن	أنه	من	أجل	كل	>

n ∈ ℕ،1n nu u+ 			وهذا	باستعمال	الاستدلال	بالراجع	<
)الخاصية 1	هي�0( 0u u>لأن	صحيح	وهذا	0 0u =	

1و 12u رض		عددا	طبيعيا	كيفيا	ونفkليكن	.=

1k ku u+ 112ومنه	< 12k ku u++ > ومما	سبق	كل	+
112الحدود	موجبة	إذن 12k ku u++ > ومنه			+

2 1k ku u+ +>	.		
	0 2u 1	و= 0,6 1, 2n nu u+ = −.			

n	أجل	كل	من)	1 ∈ ℕ،( )nالخاصيةهي�	1n nu u+ <.		
)الخاصية 1	هي�0( 0u u<المتتالية	تعرف	من	ولدينا		

0 2u 1	و= 0u 1	ومنه= 0u u<إذن	( 		.	صحيحة	�0(
1k	عددا	طبيعيا	كيفيا	ونفرضkليكن ku u+ 		ومنه	>

10,6 0,6k ku u+ 10,6	أي> 1, 2 0,6 1,2k ku u+ − < −	
2معناهو 1k ku u+ +<	.		
nمن	أجل	كل	)	2 ∈ ℕ،( )n� 3nu	الخاصيةهي� > −.		

( )0� 0تعني	� 3u > 0	وهذا	صحيح	لأن− 2u =.		
3ku	عددا	طبيعيا	كيفيا	ونفرضkليكن > 		معناه	−

0,6 1,8ku > 0,6أي	− 1,2 1,8 1,2ku − > − −	
1لية	يكون	وباستعمال	تعريف	المتتا 3ku + > −	.		

0 1u =	،	1

1

3
n

n
n

u
u

u+
+=
+

.			

1	(( )0p	تعني	00 1u≤ 		.	وهي	صحيحة≥

0نفرض 1ku≤ ؛	لدينا≥
1

1

3
k

k
k

u
u

u+
+=
+

1	ومنه 0ku + ≥.		

1

2
1

3
k

k

u
u+

−− =
+

1	ومنه 1 0ku + − 10	أي≥ 1ku +≤ ≤.		

2	(( )'p n	الخاصية	هي	1n nu u+ <.			

( )' 0p	تعني	1 0u u<	أي	1
1

2
نعتبر	الدالة	.	>

1
:

3

x
f x

x

+
+

)؛֏ ) ( )
2

'
3

f x
x

=
+

)	ومنه )' 0f x >		

]	متزايدة	تماما	علىfإذن 	وبالتالي	إذا	كان	1;0[

1k ku u+ )	فإن> ) ( )1k kf u f u+ 2	أي> 1k ku u+ +<.		

θ	المجال	من	حقيقي	عدد	0;
2

π 
  

.			

0 2cosu θ=	،	1 2n nu u+ = +.			

)	أ�ـ)	1 ) 2

1 2 1 cos 4cos 2cos
2 2

u
θ θθ= + = =.		
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Mode 

2nd GRAPH 

Y= 

2 2 1 cos 2cos
2 4

u
θ θ = + = 

 
.			

)	ب�ـ )0p	هي	0 0u 2cos	أي	< 0θ هذا	صحيح		و<

;0لأن	
2

πθ  ∈   
0kuنفرض	.	 �2	إذن< 2ku+ >	

2ومنه 2ku+ 1	أي	< 2ku + 1	ومنه< 0ku + >.		

2	(( )'p n	الخاصية	هي	2cos
2

n n
u

θ=؛			

( )' 0pتعني	0 0
2cos 2cos

2
u

θ θ= =	.			

2cosنفرض
2

k k
u

θ=	،	1 2 1 cos
2

k k
u

θ
+

 = + 
 

	أي	

2

1 1
4cos 2cos

2 2 2
k k k

u
θ θ

+ += =
×

			

			

0 5u 1	و=

1 2

2
n n

n

u u
u+

 
= + 

 
.			

		
		
		
		
		
		
)تتالية	يبدو	أن	الم)	2 )nu	متناقصة	.		

1نعتبر	الدالة 2
:

2
f x x

x
 + 
 

		لدينا	من	أجل	كل	֏

[عدد [0;x ∈ + ∞	،	( )
2

2

1 2
'

2

x
f x

x

 −=  
 

		

2ومنه	من	أجل	كل ;x  ∈ + ∞  ( )' 0f x 	وبالتالي	≤

2	متزايدة	تماما	على	المجالfالدالة ; + ∞ .			
2

1

21 2

2 2
n

n n n n
n n

u
u u u u

u u+

  −− = + − = 
 

		

nمن	أجل	كل	 ∈ ℕ	،( )n�	هي	2"الخاصيةnu >".		

( 0	هي�0( 2u 0	وهذا	صحيح	لأن< 5u =	.		

2ku	عددا	طبيعيا	كيفيا	ونفرضkليكن 	لدينا،		<

( )2 2f )	و= ) 1k kf u u 		من	فرضية	التراجع=+

2ku 2تماما	على		متزايدة	f	وبما	أن< ; + ∞ 	

)ينتج	 ) ( )2kf u f>أي	1 2ku + >.		

22لدينا	 0nu− 0nu	و> 		إذن<
22

0
2

n

n

u

u

− <	

1أي 0n nu u+ − )	وبالتالي	المتتالية> )nuتماما	متناقصة	.		
nمن	أجل	كل ∗∈ ℕ	:12n

nu n −= ×.			
( )1p	تعني	( ) 1

1 1 1 1 2u = + −.			
)نفرض	أن	 )1 2 ... 1 1 2k

ku u u k+ + + = + 			؛−
( ) ( )1 2 1... 1 1 2 1 2k k

k ku u u u k k++ + + + = + − + +		
1أي	

1 2 1... 1 2k
k ku u u u k +

++ + + + = +.		

nمن	أجل	كل ∗∈ ℕ:( )
1

1
nu

n n
=

+
.			

1لدينا	)	1

1

2
u )	و= )1p	تعني	1

1

1 1
u =

+
.		

1نفرض	 2 ...
1

k

k
u u u

k
+ + + =

+
			؛

( )( )1 2 1

1
...

1 1 2
k k

k
u u u u

k k k++ + + + = +
+ + +

		

)أي	 )( )
2

1 2 1

2 1 1
...

1 2 2
k

k k k
u u u

k k k+
+ + ++ + + = =

+ + +
.		

	المجموع	Sنسمي)	2
1 1 1

...
1427 1428 1428 1429 2007 2008

+ + +
× × ×

.		

1ونضع	 1 1
...

1 2 2 3 2007 2008
T = + + +

× × ×
	

1و 1 1
...

1 2 2 3 1426 1427
t = + + +

× × ×
		

2007إذن	 1426 581

2008 1427 2865416
S T t= − = − =		

)الخاصية	الابتدائية	هي	 )0

0 02 3 3p q+ = +	

0خذ	وهي	صحيحة	بأ 1p 0	و= 0q =.		
k	من	أجلأنهنفرض	 ∈ ℕ،		عددان	يوجد	طبيعيانkp	

)	حيث	kqو )2 3 3
k

k kp q+ = +.		
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( ) ( )( )1

2 3 2 3 3
k

k kp q
+

+ = + 	معناه	+

( ) ( ) ( )
1

2 3 2 3 2 3
k

k k k kp q p q
+

+ = + + +		

1بوضع	 2 3k k kp p q+ = 1	و+ 2k k kq p q+ = 	وهما	+

)	فيكون	طبيعيان	عددان ) 1

1 12 3 3
k

k kp q
+

+ ++ = +.		

1	(1 1u =،	2 3u =	،2 12n n nu u u+ += −.			
3أ	ـ	 5u =	,	4 7u 5	و= 9u =	.	2 1nu n= −.		

1الخاصية	الابتدائية	صحيحة	لأنب	ـ	 2 1 1 1u = × − =.		
2نفرض	 1ku k= 	؛	−

1 12 4 2 2 3 2 1k k ku u u k k k+ −= − = − − + = +		

2	(0

2

5
v =	،	1 1v 2	و	= 15 6n n nv v v+ += −.			

الخاصية	الابتدائية	صحيحة	لأن	
0 0

0

2 3 2

5 5
v

+= =.		

2نفرض 3

5

k k

kv
1	؛	=+ 15 6k k kv v v+ −= −		

( )1 1

1

6
2 3 2 3

5

k k k k
kv − −

+ = + − 			؛+

1 1

1

3 2 1 1
2 3 2 3 2 3

5 5 5 5

k k k k k k
kv + +

+ = + − − = +.		

0 1u =،	1 2u =	،1 1 4n n nu u u+ −+ =.		

)الخاصية	الابتدائية	 ) ( )0 0

0

1
2 3 2 3

2
u  = + + −

  
.		

)نفرض ) ( )1
2 3 2 3

2

k k

ku  = + + −
  

			؛

1 14k k ku u u+ −= 			ومعناه	−

( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

2 2 3 2 3

2 3 2 3

2

k k

k

k k

u +

− −

 = + + −
  

+ + −
−

		

( )

( )

1

1

1

1
2 3 4 2 3

2

1
2 3 4 2 3

2

k

k

k

u
−

+

−

 = + + − + 
 

 − − − 
 

		

( )2

2 31 4 3 2 3
4 2 3

2 2 2

++ ++ − = =		

( )2

2 31 4 3 2 3
4 2 3

2 2 2

−+ −− − = =		

)ومنه	 ) ( )1 1

1

1
2 3 2 3

2

k k

ku
+ +

+
 = + + −
  

.		

0 2u 1	و	= 1n nu u+ = +.			
0الخاصية	الابتدائية		أ�ـ 1u > −.		

1kuنفرض > 1	معناه	− 0ku + 1	ومنه< 0ku + >		
1أي	 0ku + 1	وبالتالي	< 1ku + > −.		
0	ب�ـ 2u 1	و= 3u 1	ومنه	= 0u u<.		

1kنفرض	 ku u+ 10	ومنه	> 1 1k ku u+< + < 	إذن	+

1 1 1k ku u+ + < 2أي	+ 1k ku u+ +<.			

0الخاصية	الابتدائية		4ـ�ـ

1 5

2
u

1	أي≤+ 5
2

2

+≥.		

1نفرض 5

2
ku

3	ومنه	≤+ 5
1

2
ku

++ 	إذن	≤

3 5
1

2
ku

++ 1	أي	≤

1 5

2
ku +

+≥.			

لأن	
( )2

1 53 5 6 2 5 1 5

2 4 2 2

++ + += = =		

0 1u =	،	1

4

2
n

n
n

u
u

u+
+=
−

	،	1

4
n

n
n

u
v

u

+=
−

.			

1	(0 1u 0	نه		وم= 4u 4kuنفرض	.	≠ ≠			

1ونفترض	 4ku + 4	أي	=
4

2
k

k

u

u

+ =
−

4ku	معناه	 =	

1وهذا	تناقض	إذن	 4ku + n	أي	كل≠ ∈ ℕ	،4nu ≠.		
1

1

1

1 2 2 2

4 2 3 12
n n n

n
n n n

u u u
v

u u u
+

+
+

+ + −= = ×
− − − +

		؛

1

12 2

3 4 3
n

n n
n

u
v v

u+
+= − × = −
−

.			

2(
1

0

2 2

3 3

n n

nv v
+

   = − = −   
   

	.		

1

4
n

n
n

u
v

u

+=
−

)	معناه	 )1 4 1n n nu v v− = +		

nلنبرهن	أنه	من	أجل	كل ∈ ℕ	،	1nv ≠		
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0لدينا	الخاصية	الابتدائية 1v 0	لأن	≠

2

3
v = إذا	كان		.	−

1kv 	أي≠
1

2
1

3

n +
 − ≠ 
 

	فإن
2

2
1

3

n +
 − ≠ 
 

1ومنه 1kv + ≠		

1 1
4 1 2 2

4 1 / 1
1 3 3

n n

n
n

n

v
u

v

+ +   +    = = − + − −      −          
.		

( )
3 2

3 2 6

x x x
p x = − +.			

1	(
( ) ( )

3 2
2

3 2
2

1
1

3 3 2

1 1

2 6 3 2 6

x x
p x p x x x

x x x x
x x


+ − = + + + − −



 + − + − − + = 
  

		

)الخاصية	الابتدائية	هي)	2 )0 0p )	إذن= )0p ∈ ℕ.			
)نفرض )p k ∈ ℕلدينا	( ) ( ) 21p k p k k+ = 			ومنه+

( )1p k + ∈ ℕ.		
)ائية	هيالخاصية	الابتد)	3 ) 21 0p 	وهذا	صحيح	لأن	=

( )
3 21 1 1 2 3 1

1 0
3 2 6 6

p
− += − + = =.		

)نفرض	 ) 2 2 21 1 2 ...p k k+ = + + 		؛+

)لدينا ) ( ) ( )2
2 1 1p n p n n+ = + + 			معناه	+

( ) ( )22 2 22 1 2 ... 1p n n n+ = + + + + +.		

1 0u =	،	1

1

2
n

n

u
u+

−=
−

.			

2لدينا	

1

2
u =	،	3

2

3
u =	،	4

3

4
u 1	يبدو	أن	=

n

n
u

n

−=		

		.	لنبرهن	باستعمال	التراجع	

1الخاصية	الابتدائية	هي	

1 1
0

1
u

−= 		.	وهي	صحيحة=

1نفرض
k

k
u

k

؛=−
1

1 1

12 1
2

k
k

k
u

ku k
k

+
− −= = =−− +−

		

2006

2005

2006
u =.			

24nإذا	كان 5	فإن= 2 7 2n = × + ×			
24kنفرض	من	أجل	 5	فيكون≤ 7k a b= +			

0bإذا	كان	 • 5k	فإن= a=	وعليه	5a :		ولدينا	≤
( )1 5 20 21 5 4 7 3k a a+ = − + = − + ×.		

1bإذا	كان • 5	فإن= 7k a= 4aوعليه	+ 	:دينا		ول≤
( )1 5 20 28 5 4 7 4k a a+ = − + = − + ×. 

2bإذا	كان • 1	فإن≤ 5 7 15 14k a b+ = + + −	 

)أي	 ) ( )1 5 3 7 2k a b+ = + + −.		

1	(1

1

2
u =	،	1

1

2
n n

n
u u

n+
+ = 

 
.			

2أ	ـ	

1

2
u =،	3

3

8
u =،	4

4 1

16 4
u = =	،	5

5

32
u =	.		

1الخاصية	الابتدائية	هيب	ـ	 1

1

2
u نفرض.	=

2
k k

k
u ؛	=

1 1

1 1 1

2 2 2 2
k k k k

k k k k
u u

k k+ +

+ + +   = = =   
   

.			

2	(k ∗∈ ℕ	،	1

1
v

k
=	،	1

1
n n

n
v v

kn+
+ = 

 
.			

1

1
v

k
=	،	2 2

2
v

k
=	،	3 3

3
v

k
=	...		،n n

n
v

k
=.		

1الخاصية	الابتدائية	هي	 1

1
v

k
rنفرض	.	= r

r
v

k
=	،	

1 1

1 1 1
r n r r

r r r r
v v

kr kr k k+ +

+ + +   = = =   
   

.		

��.��.�رب�+""�

%�$�د-%��ـ�3

1(1lim 0n

n
e −

→+∞
=.2(1

lim ln 1 0
2 3n n→+∞

 + = + 
	.		

3	(( )lim 2 lim 2 0n n
nn n

n
n e e

e
− −

→+∞ →+∞
+ = + =.		

4	(( )2lim ln 3 ln 3n

n
e −

→+∞
+ =.			

5	(6 1
lim

2 1 2

n

nn

e

e→+∞

− =
+

		.	6	(1
lim 1

2 1

n

nn

e

e

−

−→+∞

− = −
+

					.	

7	(3
lim ln ln1 0

1

n

nn

e

e→+∞

 − = = + 
	.			

8	(
2

2
lim ln 0

1

n

nn

e

e→+∞

 + = + 
.			

1	(2 2
3 3

1
nu n

n

 
= + −  + 

.			

22 1

1 2
3 3

1

n

n
u

n

n

=
+

+ +
+

lim	؛ lim
3

n
n n

n
u

→+∞ →+∞
= = +∞		
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2	(2

2

1
3 1 3

3 1 3
nu n n

n n

−= − − =
− +

.			

lim 0n
n

u
→+∞

=.		

3	(
2 1

n

n n
u

n n
= −

+ +
.			

( )
2

1 2
3 2

n

n
u n n

n n
= + − +

+ +
		

( )2

1

3 2
1 1 2

nu

n n
n n

−=
+ + + + +

	،	lim 0n
n

u
→+∞

=		

4(
( )

2

2 2 2

3 9 1 1

5 5 3 9 1
n

n n
u

n n n n

− + −= =
+ + + +

،		

lim 0n
n

u
→+∞

=.		

2	أ�ـ 2
lim lim 0

5 5

nn

nn n→+∞ →+∞

 = = 
 

2لأن	
1 1

5
− < <	.		

3,01	ب�ـ 3,01
lim lim

3 3

nn

nn n→+∞ →+∞

 = = +∞ 
 

3,01لأن	
1

3
>.		

	�ــ�
2

1 1 1
1 ...

5 5 5
n n

u = + + + 	؛	+
1

5 1
1

4 5

n

nu
+  = − −  

   
5	ومنه	

lim
4

n
n

u
→+∞

=.		

0 2u =	،	1
3 1

n
n

n

u
u

u+ =
+

1	و
n

n

v
u

=.			

)استعمال	التراجع	؛	)	1 )0p	تعني	0 0u >.		

0kuإذا	كانت	 3	فإن< 1 0ku + 1	ومنه	< 0ku + >.		

nليكن)	2 ∈ ℕ	،1

1

3 11
3n

n n
n n

u
v v

u u+
+

+= = = +.			

3	(1
3

2
nv n= 2	ومنه+

6 1
nu

n
=

+
lim	إذن 0n

n
u

→+∞
=.		

	0 2u =	،	1

1
2

3
n nu u+ = 3n	و− nv u= +	.	

0 1 ...n ns v v v= + + 0	و	+ 1 ...n nt u u u= + + +.			

nليكن)	1 ∈ ℕ	،	1 1

1
3 1

3
n n nv u u+ += + = 			معناه+

( )1

1 1
3 1

3 3
n n nv v v+ = − + )	ومنه= )nv	هندسية	.		

2	(1
5

3

n

nv
 =  
 

1	ومنه	
3 5 3

3

n

n nu v
 = − = − 
 

	بما	

1أن
lim 0

3

n

n →+∞

  = 
 

lim	فإن	 3n
n

u
→+∞

= −.		

0

3 1
1

2 3

n

ns v
  = −     

0	ومنه	

3 15
lim

2 2
n

n
s v

→+∞
= =.		

( )3 1n nt s n= − lim	ومنه+ n
n

t
→+∞

= −∞		
2 1

1
n

n
u

n

+=
+

lim	؛	 limn
n n

u n
→+∞ →+∞

= = +∞.		

2

2

1n
n

u n
v

n n n

+= =
+

	؛		
2

2
lim lim 1n

n n

n
v

n→+∞ →+∞
= =.		

1

1
n n

n
w u n

n

−= − =
+

lim	؛	 lim 1n
n n

n
w

n→+∞ →+∞

−= = −.		

2

1 1

1 2
n

n
n

v n
t

w n

− −= =
−

1؛		
lim lim 0

2
n

n n
t

n→+∞ →+∞
= =.		

23 4
lim lim

1
n

n n

n
u

n→+∞ →+∞

−= = +∞
+

.		

lim lim 3n
n

n n

u
v

n→+∞ →+∞
= =.		

( ) 3 4
lim lim 3 lim 3

1
n n

n n n

n
w u n

n→+∞ →+∞ →+∞

− −= − = = −
+

.		

n،1من	أجل	كل	عدد	طبيعي	غير	معدوم

!
nu

n
=.		

1	(1 1u 2	؛	=

1

2
u 3	؛	=

1

6
u 4	؛	=

1

24
u 	؛	=

5

1

120
u 6	؛	=

1

720
u =.			

n!؛	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي	غير	معدوم	)	2 n≥			

1ومنه
0 nu

n
< 1؛	بما	أن≥

lim 0
n n→+∞

lim	فإن= 0n
n

u
→+∞

=.		

nمن	أجل	كل	 ∗∈ ℕ	،	( )cos 3
n

n
u

n

π−
=.			
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)،	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي	 )1 cos 3 1n π− ≤ − ≤	

0nومنه	من	أجل	 ≠	،1 1
nu

n n
− ≤ 	؛	بما	أن	≥

1 1
lim lim 0

n nn n→+∞ →+∞
− = limفإن	= 0n

n
u

→+∞
=.		

nمن	أجل	كل	 ∈ ℕ،1 cos
5

n

n
u n

π= + −.			

1 cos 1
5

nπ− ≤ − 2nn	ومنه	≥ u n≤ ≤ 			؛	بما	أن	+

lim lim 2
n n

n n
→+∞ →+∞

= + = lim	فإن	∞+ n
n

u
→+∞

= +∞		

n	من	أجل	كل	 ∗∈ ℕ	،	1
10

n

n

n
u

 = − 
 

.			

)القيم	المقربة	لأحد	عشر	الحدود	الأولى	من	)	1 )nu.		

		

		

		

30n	عدد	طبيعي،	nليكن)	2 1	معناه	≤ 2
10

n − ≥		

1ومعناه	 2
10

n
nn − ≥ 

 
2n	أي	

nu ≥			

2 lim	ومنه	<1 2n

n →+∞
= lim	إذن	∞+ n

n
u

→+∞
= +∞.		

			.TI 83استعمال	الحاسبة	البيانية	)	1

		
		
		
		
		
		

	تستقر	قيم	الحدود	على	23	الدليل		أي23uابتداء	من
1,618033989.		

يبدو	أن	المتتالية	متقاربة	ونهايتها	العدد	الحقيقي	
1,618033989.			
	l	متقاربة	فإنه	يوجد	عدد	حقيقيuإذا	كانت	المتتالية	

limحيث n
n

u l
→+∞

1lim	وكذلك= n
n

u l+→+∞
			هذا	من	جهة	،=

1ومن	جهة	أخرى	

1 1
lim lim 1 1n

n n
n

u
u l+→+∞ →+∞

= + = 	إذن	+

1
1 l

l
+ 2	ومعناه	= 1 0l l− − 0l	و= ≠.			

2مميز	المعادلة	 1 0l l− − 	ومنه	المعادلة	تقبل	5	هو=

1حلين	متمايزين	هما 5
'

2
l

1	و=+ 5
"

2
l

−=		

0لدينا	 1u 0	ومنه= 0u 0ku	وإذا	كان< 	k	من	أجل<

1فإن	,	عدد	طبيعي	كيفي
1 0

ku
+ 1	أي	< 0ku + >			

		وحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل
0nu	،	nكل	عدد	طبيعي 			إذن<

lim 0n
n

u
→+∞

1	وبالتالي< 5

2
l

+=		

1لدينا	

1
0,57 57

100
u = = ×	،	

2

1
0,57 0,0057 0,57 0,57

100
u = + = + ×		

2 2

1 1
57

100 100
u

 = + 
 

.			

نفترض	أن	
2

1 1 1
57 ...

100 100 100
k k

u
 = + + + 
 

	من	

1.	عدد	طبيعي	كيفي	غير	معدومkأجل

 2 2

0, 57...57k
k

u +
+

= ��
 رقما
		

1ومنه	

2  2 2

0,00...0057k
k k

u +
+

= +����
 ����
ـــــاـ ـــــاـ          رقمـــــ  رقمـــــ

0,57...57
			

1إذن	 2 2

57

10
k k k

u u+ += 			؛+

1 2 1

1 1 1 1
57 ... 57

100 100 100 100
k k k

u + +
 = + + + + × 
 

		

1 2 1

1 1 1 1
57 ...

100 100 100 100
k k k

u + +
 = + + + + 
 

.		

	طبيعي	غير	وحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل	كل	عدد

	،	nمعدوم
2

1 1 1
57 ...

100 100 100
n n

u
 = + + + 
 

		

2

1 1 1
...

100 100 100n

 + + + 
 

	هو	مجمع	حدود	متتابعة	

1لمتتالية	هندسية	أساسها	وحدها	الأول	مساويين	للعدد	

100
.			
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1
1

1 57 100 1100
57 1

1100 100 99 100
1

100

n

n

nu

 −     = × × = × −  
   −

	

57ومنه	 1
1

99 100

n

nu
  = −  

   
1	بما	أن	

1 1
100

− < <	

1فإن	
lim 0

100

n

n →+∞

  = 
 

57وبالتالي	
lim

99
n

n
u

→+∞
=.			

( )nuعلى	معرفة	ℕ	ِـ�		2:

nu n n n= + −.			

		حساب	الحدود	باستعمال)	1
		.مجدول	إكسيل	

		
		
		
		
		
		
nليكن)	2 ∗∈ ℕ،		

2

nu n n n= + −		

( )( )
( )

2 2

2
n

n n n n n n
u

n n n

+ − + +
=

+ +
		

1

1 11
1 1 11 1

n

n n
u

n n n
n nn

= = =
 

+ + + ++ + 
 

			

1لدينا	
lim 0

n n→+∞
1	ومنه	=

lim
2

n
n

u
→+∞

=		

	،	في	المجدولات	أو	الحاسباتn	للعددمن	أجل	القيم	الكبيرة
n	بالنسبة	يهمل	ِـ�2nبين	التمييز	يمكن	ولا	2nو	2n n+	

2n�ِـولهذا	نتائج	الحساب	 n n+ 		.0	تسجل	−

( )nu	معرفة	ِـ�	0 1u 1	و	=

1 14

3 3
n nu u+ = +.			

1n	،	nلنبرهن	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي)	1 nu u+ >.			

0لدينا	 1u 1	و= 0

1 14
5

3 3
u u= + 1	إذن	= 0u u>.			

1kنفترض	أن	 ku u+ 	عدد	طبيعي	k	وهذا	من	أجل	≤

1الدالة	التآلفية	.	كيفي 14
:

3 3
f x x دة	تماما		متزاي֏+

)	إذن	ℝعلى	 ) ( )1k kf u f u+ 2	أي	< 1k ku u+ +>	
	،	nوحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي

1n nu u+ )	أي	المتتالية< )nu	تماما	متزايدة	.		

2	(1 14

3 3
x x= 3	معناه	+ 14x x= 	ومعناه	+

2 14x 7x	أي	= =.			
)إذا	كانت	المتتالية	)	3 )nu	عددا	نهاية	تقبل	فإنها	متقاربة	

lim	ومنه	lحقيقيا n
n

u l
→+∞

1limوكذلك	= n
n

u l+→+∞
=		

1لدينا	

1 14

3 3
n nu u+ = 	ومنه	+

1

1 14 1 14
lim lim

3 3 3 3
n n

n n
u u l+→+∞ →+∞

 = + = + 
 

	وبالتالي	

1 14

3 3
l l+ 7lق	يكون		وحسب	السؤال	الساب= =.			

7n	،	nنضع	من	أجل	كل	عدد	طبيعي)	4 nv u= 	معناه	−

1 1 7n nv u+ += 1	أي−

1 14 1 7
7

3 3 3 3
n n nv u u+ = + − = −		

7nبما	أن nu v= )	فإن	+ )1

1 7 1
7

3 3 3
n n nv v v+ = + − =		

)وبالتالي	المتتالية	 )nv	أساسها	هندسية	1

3
	وحدها	الأول	

0 6v = −	.	0

1 1
6

3 3

n n

nv v
   = = −   
   

			

7n nv u= 7n	معناه	− nu v= +	

1أي
6 7

3

n

nu
 = − + 
 

1بما	أن		.	
1 1

3
− < 	فإن	>

1
lim 0

3

n

n →+∞

  = 
 

lim	ومنه	 7n
n

u
→+∞

)إذن	= )nuمتقاربة	.		

			

		
		
		
)الخاصية)	1 )2 1 !n n≤ 6n	تكون	صحيحة	من	أجل− =.		
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120 
121 

n
1 0.4880884817015
2 0.4987562112089
3 0.4998750624610
4 0.4999875006251
5 0.4999987500050
6 0.4999998749699
7 0.4999999869615
8 0.5000000000000
9 0.5000000000000
10 0.5000000000000
11 0.5000000000000
12 0.5000000000000
13 0.5000000000000
14 0.5000000000000
15 0.0000000000000

10nu

n
1 0.4142135623731
2 0.4494897427832
3 0.4641016151378
4 0.4721359549996
n u

nu



)نفترض	أن	 )2 1 !k k≤ 	عدد	طبيعي	كيفي	k	من	أجل	−

)إذن		.	6ر	من	أو	يساوي	أكب )2 1 !k k≤ 2	و− k≤	
)ومنه	 )2 2 1 !k k k× ≤ 12	وبالتالي− !k k+ ≤		

إذن	حسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	كل	عدد	طبيعي	
6n ≥	،	( )2 1 !n n≤ −		
6nليكن	)	2 ≥	،( )2 1 !n n≤ 	معناه	−

( )1 !
2n n n

n

−
!	أي	≥

2n n

n
2	و	بالتالي	≥ 1

!

n

n n
≤.			

6n	حيثnإذن	من	أجل	كل	عدد	طبيعي ≥	،	
2 1

0
!

n

n n
≤ 1	بما	أن	≥

lim 0
n n→+∞

2فإن	=
lim 0

!

n

n n→+∞
=	،

2إذن	المتتالية	ذات	الحد	العام

!

n

n
		.	،	متقاربة	

aو	حقيقي	عدد	( )nuمعرفة	متتالية	على	ℕ	ِـ�	:	

0u a=	التراجعية	والعلاقة		1: 22
n

n
n

u
u

u+ =
+

.			

22	عددا	طبيعيا،nليكن)	1 2nu+ 	معناه	≤

2

1 1

2 2nu
≤

+
	ومعناه	

22 2

n n

n

u u

u
≤

+
		

1ولدينا 22
n

n
n

u
u

u+ =
+

	إذن
1 22 22

n n
n

nn

u u
u

uu
+ = =

++
	

،1	ℕ	منnمن	أجل	كل:	وبالتالي	
2

n
n

u
u + ≤.			

0uلدينا	)	2 a=و	
02

a
a=	الخاصية	إذن	0 02

a
u ≤	

		.	صحيحة	

نفترض	أن	الخاصية	
2

k k

a
u 	k	من	أجل	عدد	طبيعي≥

1كيفي	إذن	 1

2 2 2
k k

a
u ≤ ،	ومنه×

12 2

k

k

u a
	بما	أن	≥+

1
2

k
k

u
u + 1	من	السؤال	السابق	فإن	≥ 12

k k

a
u + 	إذن	≥+

،	ℕ	منnبدأ	التراجع	ينتج	من	أجل	كلحسب	م

2
n n

a
u ≤.			

،	ℕ	منnحسب	السؤال	السابق	من	أجل	كل)	3

2
n n

a
u 	معناه	≥

2 2
nn n

a a
u− ≤ 	أي	≥

1 1

2 2

n n

na u a
   − ≤ ≤   
   

		

1بما	أن	
1 1

2
− < 1	فإن	>

lim 0
2

n

n →+∞

  = 
 

	ومنه	

1 1
lim lim 0

2 2

n n

n n
a a

→+∞ →+∞

   − = =   
   

			

limوبالتالي	 0n
n

u
→+∞

=.			

( )nu	معرفة	�0ِـ� 2u 1	و	=

2

2 1
n

n
n

u
u

u+
+=
+

.		

0:		لدينا	أ�ـ)	1 0u 0ku	نفترض	أن	< 	k	من	أجل<
2عدد	طبيعي	كيفي	،	ومنه	 0ku + 2	و< 1 0ku + 	إذن	<

2
0

2 1
k

k

u

u

+ >
+

1	وبالتالي	 0ku + 	وحسب	مبدأ	التراجع	<

،0nu	ℕ	منnجل	كل	ينتج	أنه	من	أ >.			
)	إذا	كانت	المتتاليةب�ـ )nu	أي	نهاية	تقبل	فإنها	متقاربة	

lim n
n

u l
→+∞

l	حيث	= ∗
+∈ ℝ	ومنه	،	1lim n

n
u l+→+∞

هذا	=

		ومن	جهة	أخرى	لدينا	.	من	جهة	

1

2 2
lim lim

2 1 2 1
n

n
n n

n

u l
u

u l+→+∞ →+∞

+ += =
+ +

2	ومنه	

2 1

l
l

l

+ =
+

	

22ومعناه	 2l 2	أي	= 1l 1l	ومنه	= =.			

2	المنحني	الممثل	للدالة		�)	2
:

2 1

x
f x

x

+
+

،	الدالة	֏

f	على	الاشتقاق	تقبل	1
;

2

 −∞ −  
1و

;
2

 − + ∞  
		

):	ولدينا	 ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

2 1 2 2 3
'

2 1 2 1

x x
f x

x x

+ − + −= =
+ +

	

]	منxومنه	من	أجل	كل	عدد	 ]0 ; 2,2	( )' 0f x <	
]	متناقصة	تماما	على	fدالةإذن	ال ]0 ; 2,2		

0             1            2,2 
x		

2 
                 1 

                            0,77		

( )f x		

)يبدو	أن )nuمتقاربة			
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20 1

1

x

y

u0u1 u2



			.1ونهايتها	
		
		
		
		
		

،1	ℕ	منnنضع	من	أجل	كل)	3

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

.			

1	عددا	طبيعيا	،	n	ليكن	أ�ـ
1

1

1

1
n

n
n

u
v

u
+

+
+

−=
+

		

1

2
1

2 1 1 11 1

2 3 3 3 1 3
1

2 1

n

n n n
n n

n n n

n

u

u u u
v v

u u u
u

+

+ −
+ − + −= = = − × = −+ + ++
+

		

)إذن )nvأساسها	1هندسية

3
0	وحدها	الأول−

0

0

1 1

1 3

u
v

u

−= =
+

			

1بما	أن	
1 1

3
− < − )	فإن	> )nvمتقا		ربة.		

( )
1

0

1 1
1

3 3

n n
n

nv v
+

   = × − = − ×   
   

.			

1		عددا	طبيعيا	،n		ليكن	ب�ـ

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

			

1nvلدينا	 1	معناه	=
1

1
n

n

u

u

− =
+

1	ومعناه	 1n nu u− = +	

1أي	 1− 1nv	وهذا	تناقض	إذن	= ≠.		
1

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

1n	معناه	 n n nv u v u+ = 	ومعناه	−

1n n n nv u u v− = − )	يكافئ	− )1 1n n nv u v− = − −			

1أي	

1
n

n
n

v
u

v

− −=
−

	.			

لدينا
0

1
lim lim 0

3

n

n
n n

v v
→+∞ →+∞

 = × − = 
 

lim	إذن 1n
n

u
→+∞

=	

)وبالتالي	 )nuمتقاربة	.		

( )nuمعرفة	��0ِـ� 5u 1	و= 2n nu u+ = +.		
0لدينا)	1 5u =،	1 7u 2	و= 7 5≤ إذن	≥

1 02 u u≤ ≤.			

12نفترض	 k ku u+≤ 14	يعني	≥ 2 2k ku u+≤ + ≤ +	
]لىبما	أن	الدالة	الجدر	التربيعي	متزايدة	تماما	ع [0;+ ∞	

14فإن	 2 2k ku u+≤ + ≤ 2أي	+ 12 k ku u+ +≤ ≤	
وحسب	مبدأ	التراجع	نستنتج	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	

n	،	12 n nu u+≤ ≤.			
)من	السؤال	السابق	ينتج	أن	المتتالية	)	2 )nu	متناقصة	

	إذن	هي	متقاربة	2ومحدودة	من	الأسفل	بالعدد	
2lونهايتها ≥.		

3	(lim n
n

u l
→+∞

1lim	إذن= n
n

u l+→+∞
هذا	من	جهة	،	ومن	=

1limجهة	أخرى lim 2 2n n
n n

u u l+→+∞ →+∞
= + = إذن	+

2l l= +.		
2lلدينا 2l	و≤ l= 2	إذن	+ 2l l= 	معناه	+

2 2 0l l− − )	ومعناه	= )( )1 2 0l l+ − 	يكافئ	=
2l 1lو	أ= = 2lبما	أن	.	− 2l	فإن	≤ =.			

بـِ		ℕ∗	المعرفة	على	uنعتبر	المتتالية	

1

1 1 1 1
1 ...

2 3

n

n
k

u
n k=

= + + + + =∑.			

)الدالة	)	1 ): ln 1f x x x+ 	تقبل	الاشتقاق	على	֏−

] [1;− + )	و∞ ) 1
' 1

1 1

x
f x

x x

−= − =
+ +

.		

( )
1

lim
x

f x
>→−

= 			؛	∞−

( ) ( ) ( )ln 1
lim lim 1

1 1x x

x x
f x x

x x→+∞ →+∞

+ 
= + − = −∞ + + 

		

1−             0                    +∞ 
x		

        +      0         −		( )'f x		
                 0 

−∞                                  −∞  

 		

( )f x		

[من	أجل	كل)	2 [1;x ∈ − + ∞	،	( ) 0f x ه		معنا≥

( )ln 1x x+ 1	،	بوضع	≥
x

k
k	مع	= ∗∈ ℕ	يكون	

] [1;x ∈ − + 1	ومنه	∞ 1
ln 1

k k
 + ≤ 
 

	ولدينا		

( )1 1
ln 1 ln ln 1 ln

k
k k

k k

+   + = = + −   
   
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)،	ℕ∗	منkومنه	من	أجل	كل ) 1
ln 1 lnk k

k
+ − ≤.		

:		مرة	نحصل	على	nبتطبيق	هذه	المتباينة	

ln 2 ln1 1− ≤	،	1
ln 3 ln 2

2
− ≤	،	1

ln 4 ln 3
3

− ≤	،	

	...	،( ) 1
ln 1 lnn n

n
+ − ؛	وبجمع	طرفا	إلى	طرف	≥

)	،	ℕ∗	منnنجد	من	أجل	كل	 )ln 1 nn u+ ≤.			

)لدينا	 )lim ln 1
n

n
→+∞

+ = )	و∞+ )ln 1 nn u+ 	إذن	≥

lim n
n

u
→+∞

= +∞.		

:		يحققnبرنامج	الذي	يحدد	أصغر	عدد	طبيعيال)	3
10nu ≥.			
		
		
		

10nu	يحققnأصغر	عدد	طبيعي 12367n	هو≤ =.		

2""�

�ت�ا
��2ودة�4
��.��ـ�ا

)المتتاليتان	 )nuو	( )nv	كل	أجل	من	معرفتان	

:		بِـ	عدد	طبيعي	غير	معدوم
2

1

1
nu

n
=

+
1	و

nv
n

=	

.		

nمن	أجل	كل)	1 ∗∈ ℕ	،2 1 1n + 2	معناه< 1 1n + >	

أي	
2

1
1

1n
<

+
	عنصر	حاد	من	الأعلى	1،	إذن

)لـِ )nu.		

nمن	أجل	كل)	2 ∗∈ ℕ	،2 21n n+ 	معناه	<
2 1n n+ 	أي	<

2

1 1

1 nn
<

+
		

3	(0 1n nu v< < <.		

( )nu	معدوم	غير	طبيعي	عدد	كل	أجل	من	معرفة	

)	:بِـ ) 1 1
ln 1 1 ln 1 ... ln 1

2
nu

n
   = + + + + + +   
   

.			

nن	أجل	كلم)	1 ∗∈ ℕ	،	1

1
ln 1

1
n nu u

n+
 − = + + 

		

1
1 1

1n
+ >

+
1	معناه	

ln 1 0
1n

 + > + 
)	أي )nu	

		.متزايدة	

2	(( ) 3 1
ln 2 ln ... ln

2
n

n
u

n

+   = + + +   
   

 

( )3 1
ln 2 ... ln 1

2
n

n
u n

n

+ = × × × = + 
 

		

3	(( )nu	ونهايتها	متزايدة	∞+	من	محدودة	هي	إذن	
0			بـِالأسفل ln 2u 		.	وليست	محدودة	من	الأعلى=

( )nuمعرفة	بِـ		:	
2

1 1 1
1 ...

3 3 3
n n

u = + + + +	

.		

1	(
1

1
1

3 13
1 2 2 3

1
3

n

n n
u −

−
= = −

×−
	ومنه	

1

3 1

2 2 3
n n

u −− = −
×

3	أي	
0

2
nu − 3	معناه	>

2
nu <.		

3إذن	العدد	

2
)	هو	عنصر	حاد	من	الأعلى	للمتتالية	 )nu.			

2	(1 1

1

3
n n n

u u+ +− 1	إذن	= 0n nu u+ − >		

)ومنه	المتتالية )nu	متزايدة	.		

( )nu		متقاربة	هي	إذن	الأعلى	من	ومحدودة	متزايدة.		

3	(
1

3 1 3
lim lim

2 2 3 2
n nn n

u −→+∞ →+∞
= − =

×
.		

)لتكن	المتتالية	 )nuالأول	بحدها	المعرفة	0u	ومن	
1	،	nأجل	كل	عدد	طبيعي

nu
nu e −

+ =.		

نستعمل	البرهان	بالتراجع	لإثبات	أنه	من	أجل	كل	عدد	
2nطبيعي ≥	،	0 1nu< <.			
0لدينا	

1

uu e 0	0u		ومن	أجل	كل	عدد	حقيقي=− 0ue − >	
1إذن	 0u xx	وبما	أن	الدالة	< e 	متناقصة	تماما	֏−
1	فإن	ℝعلى 00 ue e− −< 10	أي	> 1ue −< 	وبالتالي	>

20 1u< <.			
0,		عدد	طبيعي	كيفي	kنفترض	أنه	من	أجل 1ku< <	

10ولنبرهن	أن	 1ku +< <.		
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xxبما	أن	الدالة	 e 	فإنه	من	ℝ	متناقصة	تماما	على֏−
0فرضية	التراجع 1ku< 0	:	ينتج	> 1kue e e−− −> >	

1أي
1kue

e
−< 1،	ومن	تعريف	المتتالية	لدينا>

ku
ku e −

+ =	

1إذن	

1
1ku

e +< 10	ومنه> 1ku +< <.			

إذن	حسب	مبدأ	التراجع	نستنتج	أن	من	أجل	كل	عدد	
2nطبيعي ≥	,	0 1nu< <.			

( )nu	معرفة	بـِ:	
2

1 1 1
1 ...

4 4 4
n n

u = + + + +.			

1:		لدينا	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي)	1 1

1

4
n n n

u u+ += +	

1ومنه	 1

1

4
n n n

u u+ +− n	؛	إذن	من	أجل	كل= ∈ ℕ	،	

1 0n nu u+ − )	،	وبالتالي	< )nu	تماما	متزايدة	.		
2	(nu	ذات	الهندسية	للمتتالية	متتابعة	حدود	مجموع	هو	

1الأساس

4
			؛1	والحد	الأول

إذن

1

1

1
1

4 14
1

1 3 41
4

n

n

nu

+

+
  −     = = − −  

   −
			أي

1
4 4 1 4 1 1

3 3 4 3 3 4

n n

nu
+

   = − = −   
   

بما	أن		.	

1
1 1

4
− < 1	فإن	>

lim 0
4

n

n →+∞

  = 
 

4	ومنه
lim

3
n

n
u

→+∞
=.			

)بما	أن	المتتالية	)	3 )nu	من	محدودة	فإنها	تماما	متزايدة	
زيادة	عن	هذا	فإنها	تتقارب		.	0uلأسفل	بحدها	الأولا

4إلى

3
4	إذن	هي	محدودة	من	الأعلى	بالعدد	

3
	وبالتالي	لدينا	

nمن	أجل	كل ∈ ℕ	,	4
1

3
nu≤ <.			

1,333333nu 4	معناه	< 1 1
1,333333

3 3 4

n
 − > 
 

	

1ومعناه	 1 4
1,333333

3 4 3

n
  < − 
 

	ويكافئ	

1
4 3,999999

4

n
  < − 
 

	ومعناه	

( )ln 0,25 ln 0,000001n 	أي	>
6ln10

ln 0,25
n

−

	ومنه	<

10n )	عنصرا	حادا	للمتتالية1,333333	إذن	ليس≤ )nu.		

( )nu	المعرفة		0بـِu	من	و	معطى	حقيقي	عدد	
2	،	nأجل	كل	عدد	طبيعي

1 3 5n n nu u u+ = − +.			

1	(( )22

1 1 4 4 2n n n n nu u u u u+ − − = − + = +		

1	n،إذن	من	أجل	كل	عدد	طبيعي 1n nu u+ − ≥	،			

)نستنتج	أن	 )nuمتزايدة	.		

)إذا	كانت	)	2 )nu	ونهايتها	متقاربة	l	فإن	
2 3 5l l l= − 2	معناه	+ 4 5 0l l− + =.		

2	لـِالمميز	المختصر)	3 4 5 0l l− + 	إذن	لا	−1	هو	=
2	يحقق	المعادلة	lيوجد	أي	عدد	حقيقي	 4 5 0l l− + =	

)ومنه	المتتالية	 )nuمتباعدة	.		

)إذا	كانت	 )nu	متقاربة	فتكون	متزايدة	أنها	بما	محدودة	
)ذا	تناقض	إذن	وه )nuالأعلى	من	محدودة	ليست	.		

limمما	سبق	نستنتج	أن	 n
n

u
→+∞

= +∞		

)لتكن	المتتالية )nuالمعرفة		بـِ	
0

11

4
u 	ومن	أجل	=

1	،	nكل	عدد	طبيعي 3 4n nu u+ = −	.			

1	(1

17

4
u 2	و=

35

4
u =.			

استعمال	الاستدلال	بالتراجع	للبرهان	على	الخاصية	)	2

1n nu u+ ≥.		

3	(( )nv	على	معرفة	ℕ	ِبـ	:	4n nv u α= 	α	حيث+
		.عدد	حقيقي	

)		�أ�ـ )1 14 4 3 4n n nv u uα α+ += + = − 			؛+

1 12 16 12 16
4

n
n n

v
v u

αα α+
− = − + = − + 

 
			؛

1 3 16 2n nv v α+ = − −			

)تكون	المتتالية )nv		كان	إذا	وفقط	إذا	8هندسيةα = −.		

4	ب�ـ 8n nv u= 0	ومنه	− 04 8 3v u= − =،			
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13n
nv 	؛	=+

18 3 8

4 4

n
n

n

v
u

++ += =.		

)	ج�ـ )nu	الأسفل	من	محدودة	إذن	متزايدة	بـِ	
0

11

4
u =	

limولدينا	 n
n

u
→+∞

= )	إذن	∞+ )nu	من	محدودة	ليست	

		.الأعلى	وبالتالي	هي	ليست	محدودة

			،n	نضع	من	أجل	كل	عدد	طبيعيد�ـ

1 2
0 2

...
4 4 4

n
n n

u u u
w u= + + + +.			

2 3 1

2 3 1

3 8 3 8 3 8 3 8
...

4 4 4 4

n

n n
w

+

+

+ + + += + + + +،		

2 1

2 1

3 3 3
...

4 4 4

1 1 1
8 ...

4 4 4

n

n

n

w
+

+

    = + + + +         

 + + + 
 

		

1 1
3 1

1 1
3 84 4

3 14 41 1
4 4

n n

nw

+ +
   − −   
   = +
− −

،		

1 1
3 8 1

3 1 1
4 3 4

n n

nw
+ +      = − + −               

،		

8 17
lim 3

3 3
n

n
w

→+∞
= + )	إذن	= )nw	متقاربة	.		

2""�

"�ن�ا
2",�ور��ن�5
��.��ـ�ا

)لتكن	 )nuو	( )nv	على	المعرفتين	المتتاليتين	∗ℕ	

1:�ِـ� 1 1
1 ...

1! 2! !
nu

n
= + + + 1	و+

!
n nv u

n n
= +

×
.		

)	عددا	طبيعيا	،	nليكن	)	1 )1

1

1 !
n nu u

n+ = +
+

	ومنه	

( )1

1

1 !
n nu u

n+ − =
+

1	وبالتالي	 0n nu u+ − 	إذن	<

( )nu	تماما	متزايدة	.		
	عددا	طبيعيا	،	nليكن	

( ) ( )1 1

1 1

1 1 ! !
n n n nv v u u

n n n n+ +− = − + −
+ × + ×

		

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 ! 1 1 ! !n n n n n
= + −

+ + × + ×
		

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 ! 1 1 ! !n n n n n n n
= + −

+ × + × + × ×
		

															( ) ( )
( )

2

2

1 1

1 !

n n n n

n n n

+ + − +
=

+ ×
			

( ) ( )
2 2

2 2

2 1 1

1 ! 1 !

n n n n n

n n n n n n

+ + − − − −= =
+ × + ×

		

1إذن	 0n nv v+ − )	وبالتالي	> )nv	تماما	متناقصة	.		
1

!
n nv u

n n
= +

×
1	معناه	

!
n nv u

n n
− =

×
	ومنه	

( ) 1
lim lim 0

!
n n

n n
v u

n n→+∞ →+∞
− = =

×
.		

):	خلاصة	 )nuو	( )nv	متجاورتان	متتاليتان	.		
)بما	أن	)	2 )nuمتزا	و	يدة( )nv	أجل	من	فإنه	متناقصة	

،n	nعدد	طبيعي	غير	معدوم	 nu l v≤ 	أي	≥
1

!
n nu l u

n n
≤ ≤ +

×
			

	l	للعدد	−310	قيمة	مقربة	بالنقصان	إلى	nuلكي	يكون	

31يكفي	أن	يكون	
10

!n n
−≤

×
!	أي	 1000n n× ≥		

5لدينا	 5! 600× 6	و= 6! 4320× 	6u	وهذا	يبين	أن	=
			.l	للعدد	−310هو	أقرب	قيمة	بالنقصان	إلى	

6 2,718055556u ≃	,	6

1957

720
u =		

		

		

		

0 0u =	،	0 2v :	n	ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي=

1

3 1

4
n

n

u
u +

1	و=+

3 1

4
n

n

v
v +

+=.			

0الخاصية	الابتدائية)	1 01u v≤ 1k	؛	نفرض≥ ku v≤ ≤		

3معناه	 3 3k ku v≤ 3	ومعناه	≥ 1 4 3 1k ku v+ ≤ ≤ +	

3أي	 1 3 1
1

4 4
k ku v+ +≤ ≤.		
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2	(1

3 1 1

4 4
n n

n n n

u u
u u u+

+ −− = − 1nu	بما	أن	= ≤	

1فإن	 0n nu u+ − )	ومنه	≤ )nuمتزايدة	.		

1

3 1 1

4 4
n n

n n n

v v
v v v+

+ −− = − 1	بما	أن	= nv≤	فإن	

1 0n nv v+ − )	ومنه	≥ )nvمتناقصة	.		

( )1 1

3 1 3 1 3

4 4 4
n n

n n n n

u v
u v u v+ +

+ +− = − = 	ومنه	−

)المتتالية	 )nw	المعرفة	بـِ	n n nw u v= 	هندسية	−

3أساسها	

4
)	وعليه		 )0 0

3

4

n

n nu v u v
 − = −  
 

			إذن	

( ) 3
lim lim 2 0

4

n

n n
n n

u v
→+∞ →+∞

 − = = 
 

)؛	إذن	 )nu	

)و )nv	متجاورتان	.		

1

3 1

4
n

n

u
u +

14	معناه	=+ 3 1n nu u+ − 	إذن	=

( )1lim 4 3 1n n
n

u u+→+∞
− 1l	أي	= =.		

0 1u =	،	0 2v 	:	n	ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي=

1

2

3
n n

n

u v
u +

+=	،	1

4

5
n n

n

u v
v +

+=.			

1	عددا	طبيعيا	،										nن	ليك)	1 1 1n n nw u v+ + += −			

								2 4 2 2

3 5 15
n n n n n nu v u v u v+ + −= − =		

)أي	 )1

2 2

15 15
n n n nw u v w+ = − )	،	إذن	= )nw	

2هندسية	أساسها

15
0وحدها	الأول 0 0 1w u v= − = 	وبما	−

2أن	
1 1

15
− < lim	فإن	> 0n

n
w

→+∞
=.2

15

n

nw
 = − 
 

.			

:1	nلدينا	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	)	2

2

3
n n

n

u v
u +

+=	

1إذن	

2 2 2

3 3
n n n n

n n n

u v u v
u u u+

+ − +− = − 		أي	=

( )1

2 2

3 3
n n n n nu u u v w+ − = − − = −.			

		:nوكذلك	لدينا	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	

1

4

5
n n

n

u v
v +

1	ومنه	=+

4

5
n n

n n n

u v
v v v+

+− = −	

1أي	
5 5

n n n
n n

u v w
v v+

−− = =.			

0nw	:	nلدينا	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	 	إذن	>

1 0n nu u+ − 1	و< 0n nv v+ − )	ومنه	> )nu	متزايدة	
)تماما	و )nvتماما	متناقصة	.		

)بما	أن	 )nu،	متزايدة	( )nv	متناقصة	
)و )lim lim 0n n n

n n
u v w

→+∞ →+∞
− = )	فإن	= )nuو	( )nv	

		.	lمتجاورتان	وبالتالي	لهما	نفس	النهاية	العدد	الحقيقي
n،3من	أجل	كل	عدد	طبيعي	)	4 10n n nt u v= 			ومنه	+

													1 1 13 10 3 10n n n n n nt t u v u v+ + +− = + − −			
( ) ( )1 13 10 2 2 0n n n n n nu u v v w w+ += − + − = − + =

)وبالتالي	المتتالية )nt	ثابتة	.		
,0nt	nومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	 t=	أي	

0 03 10 3 10 23n nu v u v+ = + 	إذن	=
( )lim 3 10 23n n

n
u v

→+∞
+ ومن	جهة	.		هذا	من	جهة=

)أخرى	 )lim 3 10 3 10 13n n
n

u v l l l
→+∞

+ = + 	إذن	=

13 23l 23	وبالتالي	=

13
l =.	 

0 3u =	،	0 4v ،	n		ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي=

1
2

n n
n

u v
u +

1	؛	=+
1

2
n n

n

u v
v +

+
+=.			

1	(1

7

2
u =	،	1

15

4
v =	،	2

29

8
u 2	و=

59

16
v =.			

n:	،	نضع	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي)	2 n nw v u= −	.			

1 1
1 1 1 1

2 2
n n n n

n n n n

u v v u
w v u u+ +

+ + + +
+ −= − = − =		

1

1

4 4
n n

n n

v u
w w+

−= )	إذن	= )nw	هندسية	.		

0

1 1
lim lim lim 0

4 4

n n

n
n n n

w w
→+∞ →+∞ →+∞

   = = =   
   

		

3	(1
2 2 2

n n n n n
n n n

u v v u w
u u u+

+ −− = − = =		
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1 1
1

2 2 4
n n n n n n

n n n

u v u v u v
v v v+ +

+
+ − −− = − = =		

1
4

n
n n

w
v v+ − = 0nw	بما	أن	− )	فإن	< )nu	متزايدة	

)تماما	و )nv	تماما	متناقصة		.		

)ولدينا	 )lim lim 0n n n
n n

v u w
→+∞ →+∞

− = )	إذن= )nu	

)و )nv	مجاورتان	.		

		.	من	المعطيات	)برهن�أن(ف	تحذ)	4

( ) ( )1 1 1 1

1 1
2 2

3 3
n n n n nt u v u v+ + + += + = +		

( )1

1
2

3
n n n nt u v t+ = + )	إذن= )nt	ثابتة	متتالية	.		

( )0 0 0

1 11
lim 2

3 3
n

n
t t u v

→+∞
= = + =			

)و )1
lim 2

3
n

n
t l l l

→+∞
= + 11	إذن	=

3
l =.		

f	على	معرفة	[ )	:	بِـ	2;0[ ) 2 1

1

x
f x

x

+=
+

	

.		

1(( )
( )2

1
'

1
f x

x
=

+
]	متزايدة	تماما	علىf	ومنه ]0;2		

1وبالتالي	إذا	كان	 2x≤ 	فإن	≥

( ) ( ) ( )1 2f f x f≤ )	أي	≥ )3 5

2 3
f x≤ 			ومنه	≥

( ) [ ]1;2f x ∈.		

2	(0 1u =	،	0 2v ،	n		ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي=
( )1n nu f u+ )	؛	= )1n nv f v+ =.			

)يبدو	أن	 )nu	متزايدة			

)و )nvنفس	ولهما	متناقصة			

		النهاية	وهي	فاصلة	نقطة	

		.تقاطع	المنحنيين	

		:البرهان	بالتراجع	عن	الخواص	)	3

"	*1 2nu≤ 0؛		"	≥ 1u 01	ومنه	= 2u≤ ≤		

1إذا	كان	 2ku≤ )	فإن	≥ )1 2kf u≤ 	أي	≥

11 2ku +≤ ≤.			

"	*1 2nv≤ 		.؛	نفس	البرهان	"	≥

"	*1n nu u 0؛		"	≥+ 1u 1	و=

3

2
u 0	إذن	= 1u u≤.			

1kإذا	كان	 ku u )	فإن	≥+ ) ( )1k kf u f u 	f	لأن≥+
1متزايدة	ومنه	 2k ku u+ +≤.		

"	*1n nv v 		.؛	نفس	البرهان	"	≤+

:		لدينا	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي	)	4

( ) ( )1 1

2 1 2 1

1 1 1 1
n n n n

n n
n n n n

v u v u
v u

v u v u+ +
+ + −− = − =
+ + + +

.		

1 2nu≤ 1	و≥ 2nv≤ 2	إذن	≥ 1 3nu≤ + ≤	
2و 1 3nv≤ + )	ومنه	≥ ) ( )4 1 1 9n nu v≤ + + ≤،		

nإذن	 nv u−و	1 1n nv u+ 		شارة	؛	لهما	نفس	الإ−+

0:	استعمال	التراجع	 0 1v u− 0	ومنه= 0 0v u− 	،	وإذا	≤
0kكان	 kv u− 1	فإن	≤ 1 0k kv u+ +− ≥.		

)لدينا	 ) ( )4 1 1 9n nu v≤ + + 	ومنه	≥

( )( )
1 1

0
1 1 4n nu v

< ≤
+ +

0n	بما	أن	 nv u− 	فإن	≤

( )( ) ( )1

1 1 4
n n

n n
n n

v u
v u

u v

− ≤ −
+ +

			أي	

( )1 1

1

4
n n n nv u v u+ +− ≤ −.			

	،	nاستعمال	التراجع	لإثبات	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي

1

4

n

n nv u
 − ≤  
 

.			

0لدينا	 0 1v u− 	و=
0

1
1

4

  = 
 

	إذن	
0

0 0

1

4
v u

 − ≤  
 

		

1نفرض	أن

4

k

k kv u
 − ≤  
 

.			

( )1 1

1 1 1

4 4 4

k

k k k kv u v u+ +
 − ≤ − ≤  
 

.		
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1لدينا	
0

4

n

n nv u
 ≤ − ≤  
 

1	و
lim 0

4

n

n →+∞

  = 
 

	إذن	

( )lim 0n n
n

v u
→+∞

− 1nلدينا	)	3	وحسب	السؤال	= nu u +≤			

1nو nv v )	معناه	≤+ )nuو	متزايدة	( )nv	إذن	متناقصة			

( )nuو	( )nv	النهاية	نفس	لهما	وبالتالي	متجاورتان	l.		

1

2 1

1
n

n
n

u
u

u+
+=
+

1	معناه	 1 2 1 0n n n nu u u u+ ++ − − =			

)ومنه	 )1 1lim 2 1 0n n n n
n

u u u u+ +→+∞
+ − − 		أي=

2 1 0l l− − 1	ومعناه	= 5

2
l

1	أو=− 5

2
l

+=		

1بينما	 2nu≤ 1	و≥ 2nv≤ 1	إذن	≥ 5

2
l

+=.		

aو	b	حيث	حقيقيان	عددان	0 a b< <.			

)المتتاليتان	 )nuو	( )nv	معرفتان	ِ�ـ	:	0u a=،0v b=			

nومن	أجل	كل ∈ ℕ،1n n nu u v+ =،1
2

n n
n

u v
v +

+=.		

0"		الخاصية	npنسمي	)	1 n nu v< ≤"			
0uلدينا		 a=،	0v b=و		0 a b< 	إذن	>

0 00 u v< 		.	صحيحة	0p	ومنه	الخاصية≥
0	صحيحة	أي	kpة	نفرض	أن	الخاصي k ku v< ≤			

0kلدينا	 ku v 0k	إذن	< ku v 10	وبالتالي	< ku +<.			

)لدينا	 ) ( )2 2
4k k k k k ku v u v u v+ − − 	معناه	=

( )2
4k k k ku v u v+ 0	بما	أن	≤ k ku v< 	فإن	≥

0k ku v+ 2k	ومنه	< k k ku v u v+ 	معناه	≤

2
k k

k k

u v
u v

+ 1	أي	≤ 1k kv u+ :		وبالتالي	≤+

1 10 k ku v+ +< 1kp	إذن	الخاصية	≥ 		.	صحيحة	+
،	nوحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	

0	أي	npالخاصية	 n nu v< ≤.			
			عددا	طبيعياnليكن)	2

																				1 1

2

2

n n n n
n n

u v u v
v u+ +

+ −
− =		

( )2
2 2

2

2 2

n nn n n n
v uu v u v −+ −

= =		

( )( ) ( )
( )2

n n n n n n

n n

v u v u v u

v u

− − +
=

+
		

( )
( ) ( )1

2

n n

n n

n n

v u
v u

v u

−
= −

+
		

n nu u− n	ومنه	> n n nv u v u− < +			

1nذن	إ n

n n

v u

v u

−
<

+
			

)وبالتالي	 ) ( )1 1

2 2

n n
n n n n

n n

v u
v u v u

v u

−
− < −

+
		

)أي	 )1 1

1

2
n n n nv u v u+ +− < −.			

)نستعمل	التراجع	ولدينا	الخاصية	 )0 0 0

1

2
v u b a− ≤ −	

)تكافئ	 )0 0v u b a− ≤ 		.	وهي	صحيحة	−

)نفرض	أن	الخاصية	 )1

2
k k k

v u b a− ≤ 	ولنبرهن	−

)صحة	الخاصية	 )1 1

1

2
k k k

v u b a++ + +− ≤ −		

)لدينا	مما	سبق	 )1 1

1

2
k k k kv u v u+ +− < 	ومن	فرضية	−

)التراجع	 )1

2
k k k

v u b a− ≤ 	ينتج	أن	−

( ) ( )1

1 1

2 2
k k k

v u b a+− ≤ 	إذن	−

( )1 1 1

1

2
k k k

v u b a+ + +− ≤ 	وحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	−

)	،nأنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي )1

2
n n n

v u b a− ≤ −.		

)لدينا	كل	حدود	المتتالية	)	3 )nuت	موجبة		ندرس	إذن	ماما

1n

n

u

u
+	.			

1

2

n n nn

n nn

u v vu

u uu

+ = 0	بما	أن	= n nu v< 	فإن	≥

0 n nu v< 1n	ومنه	≥

n

v

u
1	أي	≤ 1n

n

u

u
+ ≥	

)وبالتالي	 )nu	متزايدة	.		
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1
2 2

n n n n
n n n

u v u v
v v v+

+ −− = − 	بما	أن	=

0 n nu v< 0n	فإن	≥ nu v− 1	أي	≥ 0n nv v+ − ≤	
)وبالتالي	 )nv	متناقصة	.		

	،	nلدينا	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	

( )1
0

2
n n n

v u b a≤ − ≤ )	و	− )1
lim 0

2nn
b a

→+∞
− =	

)إذن )lim 0n n
n

v u
→+∞

− =.			

)المتتاليتان	:	خلاصة	 )nuو	( )nv	متجاورتان	.		

4	(2a 5b	و= 3	إذن		,=

2
n n n

v u− ≤.			

33
10

2n
2	معناه	>− 3000n 112	ولدينا	< 2048=	

122و 12n	إذن	=4096 ≥			
n 1 2 3 4 5 6
u 2 3,1623 3,32686 3,3289968 3,3289971 3,328997
v 5 3,5 3,33114 3,3289975 3,3289971 3,328997		

		
6 7 8 9 10 11

97 3,3289971 3,328997 3,328997 3,3289971 3,329
97 3,3289971 3,328997 3,328997 3,3289971 3,329		

3,329lوالعدد )�ِـ�لنهاية	المشتركة		هو	ا⋍ )nuو	( )nv.		

0 1u = −،0 2v ،	n	ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي=

1
2

n n
n

u v
u +

1	؛		=+

4

5
n n

n

u v
v +

+=.			

0أ	ـ	)	1 0u v<	صحيحة		.	أجل	منk	،	طبيعي	عدد	

k ku v<	معناه	0k ku v− 		لدينا		.	>

1 1

4 3 3

2 5 10
k k k k k k

k k

u v u v u v
u v+ +

+ + −− = − =	

)أي	 )1 1

3

10
k k k ku v u v+ +− = 1	إذن	− 1 0k ku v+ +− <		

1ب	ـ	
2 2

n n n n
n n n

u v v u
u u u+

+ −− = − =		

nلدينا nu v<معناه	0n nv u− 1	إذن	< 0n nu u+ − >	
)وبالتالي	 )nuتماما	متزايدة	.		

1

4

5 5
n n n n

n n n

u v u v
v v v+

+ −− = − 	ومنه	=

1 0n nv v+ − )	إذن	> )nvتماما	متناقصة	.		

( )1 1

3

10
n n n nu v u v+ +− = −			

nنضع	 n nw u v= −	،	( )nw	أساسها	هندسية	3

10
	ومنه	

( )0 0

3

10

n

n n nw u v u v
 = − = −  
 

	إذن	

( )lim 0n n
n

u v
→+∞

− )؛	ومنه	= )nuو	( )nv	متجاورتان	.		

n	،	نضع	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي	)	2 n nx u av= +	
nو n ny u bv= 		.	عددين	حقيقيين	متمايزينb	وa	حيث+

1 1 1

4

2 5
n n n n

n n n

u v u v
x u av a+ + +

+ += + = +		

( ) ( )
1

2 5 8 5

10

n n
n

a u a v
x +

+ + +
=		

( )
1

2 5 8 5

10 2 5
n n n

a a
x u v

a+

+ + = + + 
		

( )nxمعناه	هندسية	8 5

2 5

a
a

a

+ =
+

22	أي	 3 5 0a a− − =			

)وكذلك )ny	معناه	هندسية	22 3 5 0b b− − =		

	هما	الحلان	المتمايزان	للمعادلة	b	وaإذن	
22 3 5 0x x− − 1a	أي	= = 5	و−

2
b 1b	أو	= = −	

5و

2
a =	.		

1aنفرض = 5	و−

2
b 	إذن	=

( )1

3 3

10 10
n n n nx u v x+ = − =	

1و

5

2
n n n ny u v y+

 = + = 
 

.			

0لدينا	 0 0 3x u v= − = 0	و− 0 0

5
4

2
y u v= + 			إذن	=

3
3

10

n

nx
 = −  
 

0	و 4ny y= =.		

)هاية	المشتركة	للمتتاليتين	إيجاد	الن)	3 )nuو	( )nv.		

nلدينا	 n nx u av= n	و+ n ny u bv= 			أي	+

3
3

10

n

n n nx u v
 = − = −  
 

5	و
4

2
n n ny u v= + =		
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7ومنه	 3
4 3

2 10

n

nv
 = +  
 

8	أي	 6 3

7 7 10

n

nv
 = +  
 

8إذن		
lim

7
n

n
v

→+∞
=
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n n nu u u+ += +.				

1تصحيح�إضافة� 1u =.		

1n n nv u u+= 1	و	−

2

3
n n nw u u+= +.	 

)	المتتاليةب�ـ)	1 )nwحسابية		أساسها	0	الأول	وحدها	1.		

)	المتتالية	�ـ�ـ )nvهندسية		أساسها	2

3
		.1وحدها	الأول	−

)	المتتالية	د�ـ )nwهندسية		أساسها	1.		

2	أ�ـ)	2

3

n

nv
 = − 
 

1nw	�ـ�ـ		.		 =.			

0	أ�ـ)	3 1 1...n nu v v v −= + + +.		

)	ب�ـ )3

5
n n nu w v= −.			

)	المتتالية	د�ـ )nu	ونهايتها	متقاربة	3

5
.			

)ب�ـ)	1 )2 1

1

n
n n

n

+ −
+

1	�ـ�ـ	.
sinn

n
0nو	 >.		

		.	محدودة	من	الأسفلv	المتتاليةب�ـ)	2
		.	تقبل	نهاية	أم	لا	vة	لا	يمكن	معرفة	إن	كانت	المتتاليد�ـ
		


��أم�0c[�؟�N0[�؟أcأم���
�Nأ��

		

	لأن	كل	متتالية	متناقصة	هي	محدودة	صحيحة)	1
		.من	الأعلى	بحدها	الأول

	0كل	متتالية	متناقصة	ومحدودة	من	الأسفل	بالعدد)	2
		لأن	نهايتها	موجبةجملة�خاطئةفتكون	نهايتها	معدومة	،	

ويمكن	أن	تكون	غير	معدومة	مثلا	المتتالية	المعرفة	بـ	
1

1
1

nu
n

= +
+

.		

إذا	كانت	متتالية	متزايدة	فإنها	محدودة	من	الأسفل	بحدها	)	3
		.صحيحةالأول؛	والجملة	المعطاة	

		.صحيحةالجملة	)	4
		.صحيحةالجملة	)	5
lim	لأنه	يمكن	أن	تكون�خاطئةجملة)	6 limn n

n n
u v

→+∞ →+∞
=	

1مثلا	

2
nu

n
=

+
1	و

1
nv

n
=

+
.		

( )nuعلى	معرفة	ℕ	بـ		0: 1,5u 	ومن	أجل	=
1	،	nكل	عدد	طبيعي	 2 1n nu u+ = −.			

)	لأنه	صحيحة)	1 )1n nu f u+ )	و= ) 2 1f x x= −،		

( )f x x=	معناه	1x =.		
2	(1 1 1 2 2 2n n n nv u u v+ += − = − 	إذن	الجملة	=

		.صحيحة
3	(12n

nv lim	ومنه	=− n
n

v
→+∞

= ة	وبالتالي	المتتالي∞+

( )nv	المعطاة	والجملة	،	الأعلى	من	محدودة	ليست	خاطئة
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��ا
	��ط�ا
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��ف
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�ا
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���:/���
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،�:ا
��ف

��أ��اج:�:���
��ت����.����م�ا�	-�ط��
��
����/�.:ا

��

��������الأعمال�الموجهةالأعمال�الموجهةالأعمال�الموجهةالأعمال�الموجهة
%
l�4ر��
V

�ت�اlk�
��ا

�
���:/���
��.�?�<�ا���ا7#�3:ا
��ف


��ت���:��X	��Y4آ�ا�Uا�'�Rا��@����������3#�ا�6�(����2@(�أ��اج�آ@���.��
��
����/�.:ا

��
��ا0D%�ا
���Dب��
XV"
��ا

�
���:/���
��.�3?�<�ا���ا7#�:ا
��ف


��ت���:��X	��Y4آ�ا�Uا�'�Rا��@����������3#�ا�6�(����2@(�أ��اج�آ@���.��
��
����/�.:ا

��
��

��������التمارينالتمارينالتمارينالتمارين
��تمارين�تطبيقية

1��\�%2I.

%�ا:��Pـ��ℤ��

}:		هي	20	العددقواسممجموعة	 }20, 10, 5, 4, 2, 1,1, 2, 4,5,10, 20− − − − − −.		

}	هي39	الموجبة	للعدد	قواسممجموعة	 }1,3,13,39		

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1,39 ; 39,1 ; 3,13 ; 13,3a b ∈	.		

2لدينا 2 15x y− )	تعني= )( ) 15x y x y− + x	ويكون	العددان	الصحيحان= y−و	x y+	قواسم	15من.		

)أ	ـ	 ) ( )2 3 3 2 6x y xy x y− − = − − +.		

3ب	ـ	 2xy x y= 3	تعني	+ 2 6 6xy x y− − + )	أي	= ) ( )2 3 6x y− − 		.6	ثم	نستعمل	قواسم	=

1027 53 1112k− ≤ 19	معناه	≥ 20k− ≤ ≤		

1 

3 

2 

7 

4 



		.40	هو	1112و−1027	المحصورة	بين53عدد	المضاعفات	للعدد

1	(7a k=و	7 50k 7k	أي	> ≤		

{ }7,14,21,28,35, 42, 49a ∈.		

2	(33 11 11

21 7 7

a

a
= 0	،	عدد	صحيح	غير	معدوم	a	حيث	= 7 50a< 0معناه	> 7a< :		وبالتالي	≥

11 22 33 44 55 66 77

7 14 21 28 35 42 49
= = = = = =		

4n	قاسم	للعدد	13 4	معناه	+ 13n k+ k	مع	= ∗∈ ℕ	أي	13 4n k= −	.22n 24	معناه	≥ 22n− ≤ ≤	

24ويكافئ	 13 22k− ≤ 24	ومعناه		≥ 22

13 13
k− ≤ }	أي≥ }1,0,1k ∈ −،		

}ومنه	 }17, 4,9n ∈ − −.		
212 2 4= }:			هي	12مجموعة	قواسم		,	× }12 12, 6, 4, 3, 2, 1,1, 2,3,4,6,12= − − − − − −�		

5ـ��		ـ�		ـ�		ـ�ـ�ـ�		�		�		�		�		��� 7n +		
		5nـ
�ـ��ـ��ـ��ـ
ـ	ـ�ـ�ـ�		ـ�ـ�		�
		n								ـ�						ـ�								�

6nالعدد	 6n	معناهn	يقبل	القسم	على	+ nk+ k	مع	= ∗∈ ℕ	ويكافئ	( )6 1n k= 			.6يقسم	n	إذن	−
}وبالتالي	 }1;2;3;6n 		.وبالعكس	كل	القيم	المعينة	تحقق	المطلوب	.	∋
1	(34 2 17= 		:	هي	34	ومنه	مجموعة	قواسم	×

{ }34 34, 17, 2, 1,1, 2,17,34= − − − −�.���

5ـ��ـ��		ـ�ـ�		�		�		��		�� 6n +		
		5n		ـ��ـ��		ـ	ـ
ـ�ـ�		��			�
		n		ـ							ـ�						
2	(5 6n 8n	قاسم	للعدد	+ 5	ومنه	+ 6n 5	يقسم	+ 40n 5	إذن	+ 6n )	يقسم	+ ) ( )5 40 5 6n n+ − 5	أي	+ 6n +	

1n	ومنه	34يقسم	 = 8n	أو− = −.			
1nوبالعكس	إذا	كان	 = 8n	وإذا	كان	7	يقسم1	فإن	− = 		.	إذن	كلا	النتيجتين	تحقق	المطلوب	0	يقسم	−34	فإن	−

n	صحيح	.عدد		3نضع 7a n= 7	و+ 2b n= +			

		3b	و7aيقسم		d	فإنb	وa	:	ِ�ـ	قاسما	dإذا	كان	العدد

7يقسم		dومنه	 3 49a b− =.		

nمعدوم	غير	طبيعي	عدد	ا	العدد	عن	ويختلف	1.			

( )( )3 1 1n n n n n− = − 3nبعض	القواسم	للعدد	.	+ n−	:1	،	1n −	،n	،1n +	،2n n−	،2n n+	،2 1n −	،
3n n−		

		.	عددن	صحيحين	غير	معدومين	b	وaليكن	

8 

9 

10 

14 

15 

17 



))	أ )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + +		

3نفرض	أن)	ب 3 3a b k+ 			إذن=

( ) ( )3 2 2 2 23 3 3 3a b k a b ab k a b ab+ = + + = + +		


�-%��ـ�ا
.2I%�ا�2:P��

		:	b	على	aين	باقي	القسمة	الأقليدية	للعدد	تعي
118aأ�ـ� �5bو= =.�118 5 23 3= × ��.�3ا���R�1ه��+

152aب�ـ� �7bو= =�.152 7 21 5= × ��.�5ا���R�1ه�+
4118aـ�ـ� = �5bو− =�.�( )118 5 24 2− = − +��

152aد�ـ� = �7bو− =.��( )152 7 22 2− = − +		

41عين	الأعداد	الطبيعية	 5n k= 41	مع	+ 5 100k + 2k	أي	> }	ومنه	≥ }5,46,87n ∈		

aو	bمع	غير	طبيعيان	عددان	حيث	دومين	17 3a b= 3b	و+ 23	و< 27a b= +،		
6	إذن	 24 0b − 4b	ومنه	= 71a	و= =���

n	طبيعي	عدد	على،	بقسمته	7	على	أو	3	نجد		أي	الباقي	7نفسn k r= 3	و+ 'n k r= 0	مع	+ 3r≤ <.		
n r−	على	القسمة	يقبل	و3	7	أوليان	عددان	وهما	،		

			،	يكون	قاسم	له	21إذن	موجودين	في	تحليله	وبالتالي	
21nأي r α− 21n	معناه= rα= 0	بما	أن	+ 3r≤ <		

21nفإن	 α=،21 1n α= 21وأ+ 2n α= +,α ∈ ℕ.		
aو	b	حيث	معدومين	غير	طبيعيان	عددان		:		

416a b+ 61a	و= bk= 61b	مع	+ >.			
61ومنه	 416bk b+ + )	أي	= )1 355b k + 355	ولدينا	355	قاسم	للعددb	إذن= 5 71= 	،1	هي355قواسم	.×

61b	بما	أن	355	و5،71 71b	فإن< 355b	أو= =.		
71bإذا	كان	 416	فإن	= 71 345a = − =.		
355bإذا	كان	 =	416 355 61a = − =.		

)ين	يعلتاستعمال	خوارزمية	أقليدس	 ),PGCD a b:		

315aأ�ـ� �117bو= =�.�315 117 2 81= × +��
117 81 2 36= × �81؛�+ 36 2 9= × �36؛�+ 9 4 0= × +�.��U	و�( )315,117 9PGCD =.���

1260aب�ـ� �528bو= =�.�1260 528 2 204= × �528؛�+ 204 2 120= × �204؛��+ 120 1 84= × �؛�+
120 84 1 36= × �84؛�+ 36 2 12= × �36؛�+ 12 3 0= × +�U	و��( )1260,528 12PGCD =.���

41380aـ�ـ� �972bو= =.���
1380 972 1 408= × �972؛�+ 408 2 156= × ���؛�+

408 156 2 96= × �156؛�+ 96 1 60= × �96؛�+ 60 1 36= × �60؛�+ 36 1 24= × �36؛�+ 24 1 12= × �؛�+
24 12 2 0= × +�U	و��( )1380,972 12PGCD =.���

n	معدوم	غير	طبيعي	عدد	.		

18 

21 
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25 
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26 



( )3 ,PGCD n n n=	؛	( )2 ,PGCD n n n=		

)	هي	نفسها	مجموعة	قواسم	العدد	b	وaن	أن	مجموعة	القواسم	المشتركة	للعددين	ابرهلا )gcd ,p a b.		

)نضع	 )gcd ,p a bδ =.		
		.b	وa	يقسم	δ	لأن		b	وa	هو	قاسم	للعددين	δ	قاسم	للعدد	dكل	عدد	

a	ومنه	b	وa	قاسم	للعددين	dالعكس	نفرض	أن	 dα=و	b dβ=	مع	αو	β	معدومين	غير	طبيعيين	عددين		.		
)إذا	كان	 )gcd , 1p α β )	فإن= )gcd ,p a b d=	ومنه		d δ=	وبالتالي	d	يقسم	δ.			
)إذا	كان	 )gcd ,p α β λ=	مع	1λ 	حيث	β'	وα'	فإنه	يوجد	عددين	طبيعيين	غير	معدومين	وأوليين	فيما	بينهما	≠

'α λα=و	'β λβ=	ومنه	'a d λα=و	'b d λβ=إذن	( )gcd ,p a b d λ=ومنه	dδ λ=ومنه	dيقسم	δ.		

		�		�		�		�		�				
�		��		
�		���		���		���		�
�		

)إذن	 )792,456 24PGCD 324لدينا	.	= 2 3= ×.			
		:هي792	و456ومنه	مجموعة	القواسم	المشتركة	للعددين	

{ }24 1, 2,3, 4,6,8,12, 24=�.			

				�		�		�				ـ
		�		�			���		��			��			

)إذن� )448,308 28PGCD =�.�	���228 2 7= ×��

}	:هي	308	و448مجموعة	القواسم	المشتركة	للعددين	ـ� }28 1,2,4,7,14,28=�.			

4294 10nk= 3521	و+ ' 11nk= 			ومنه	+
4284 nk=و	3510 'nk=	إذن	n	للعددين	قاسم	هو	و4284	3510	.			

		�		�		�		�		�		�		�				
�		�			��		��		���		���		���		����		��	�		

( )4284,3510 18PGCD 218:		ولدينا	= 2 3= ×.			
}إذن	 }1,2,3,6,9,18n ∈.			

nحيث	أرقام	أربعة	من	مكون	طبيعي	عدد	:		

21685 37nk= 33509	و+ ' 53nk= +			
21648ومنه	 nk=و	33456 'nk=		
)	لدينا	33456	و21648	هو	قاسم	للعددين	nإذن	 ) ( )33456,21648 12 2788,1804PGCD PGCD= ×		

		�		�		�		�				
�		���			��		
	�		�	��		��				

( )33456,21648 12 164 1968PGCD = × =		

1968 2 984= )عدد		إذن	القاسم	الوحيد	المكون	من	أربعة	أرقام	لل× )33456,21648PGCD؛	نفسه	هو			
1968nإذن	 =.��
32���(				�		�		�				

28 

29 

27 

31 



				�		��		��		���		�	�		

)إذن	 )182,126 14PGCD =.			
		:استعمال	خوارزمية	أقليدس	)	2

182 126 1 56= × 182	معناه	+ 126 56− =		
126 56 2 14= × 126	معناه	+ 56 2 14− × =		

):	إذن	 )14 126 56 2 126 182 126 2= − × = − − )	أي	× )14 182 2 126 3= − + 2αإذن		.	× = 3β	و− =.			

���cاص�ا
.��FDا
�2"�ك�ا�آ/���ـ�3

1399 82 17 5= × 			.5	ومنه	الباقي	هو	+
( ) ( )1399,82 82,5 1PGCD PGCD= =		

		:b	وaتعيين	القاسم	المشترك	الأكبر	للعددين	الصحيحين	
350aأ�ـ� = �252bو− = −.���

( ) ( )350, 252 350, 252 14PGCD PGCD− − = =��

126aب�ـ� �735bو= = −.���
( ) ( )126, 735 126,735 21PGCD PGCD− = =��

4138aـ�ـ� = �575bو− =.���

( ) ( )138,575 138,575 23PGCD PGCD− = =		

( )54,82 2PGCD =			
( ) ( )5400,8200 100 54,82 200PGCD PGCD= =.		

)�عين�كل�الثنائيات�،��41إلى�التمرين�36من�التمرين� ),a bمن�الأعداد�الطبيعية�التي�تحقق�الشرطين�المقترحين�.��

):	نضع	 ),PGCD a b d=الخاصية	ونطبق	'a da=،'b db=	مع	'aو	'b	بينهما	فيما	أوليين	.		

( )
54

, 9

a b

PGCD a b

+ =
 =

���	6��
( )

( )
9 ' ' 54

gcd ', ' 1

a b

p a b

+ =
 =

��

)و�6	��� )
' ' 6

gcd ', ' 1

a b

p a b

+ =
 =

)�و�@���� )' , 'a b�j�إ����	3�( ) ( ){ }1,5 ; )�أي�5,1 ) ( ) ( ){ }, 9,45 ; 45,9a b ∈.���

( )
72

, 9

a b

PGCD a b

+ =
 =

)؛	 ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 9,63 ; 27,45 ; 45, 27 ; 63,9a b ∈		

( )
420

, 84

a b

PGCD a b

+ =
 =

)؛	 ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 84,336 ; 168,252 ; 252,168 ; 336,84a b ∈		

( )
360

, 6

ab

PGCD a b

=
 =
)معناه� )

36 ' ' 360

gcd ', ' 1

a b

p a b

=
 =

		

)ومعناه	 )
' ' 10

gcd ', ' 1

a b

p a b

=
 =

)	ويكافئ	 ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }' , ' 1,10 ; 2,5 ; 5, 2 ; 10,1a b 	أي	∋

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 6,60 ; 12,30 ; 30,12 ; 60,6a b ∈		

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 



( )
2700

, 5

ab

PGCD a b

=
 =

)؛	 ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 5,540 ; 20,135 ; 20,135 ; 540,5a b ∈		

( )
2 2 825

, 5

a b

PGCD a b

 − =
 =

)معناه		 ) ( ), 85,80a b )	أو= ) ( ), 35, 28a b =.			

55aأ�ـ� �36bو= )��؛= )36,55 1PGCD =.���

14aب�ـ� �165bو= )��؛= )165,14 1PGCD =.��

41155aـ�ـ� �872bو= )�؛= )1155,872 1PGCD =��

		.	أوليان	فيما	بينهما	bو	aفي	كل	حالة	نقول	أن	العددين	
1			(( )140,143 1PGCD =		

		:استنتج	في	كل	حالة	من	الحالتين	التاليتين	)	2

أ	ـ	
140 34

143 34

a

b

= ×
 = ×

)	و )140,143 1PGCD )	معناه	= ), 34PGCD a b =.			

ب	ـ	
143 82

140 82

a

b

= ×
 = ×

)	و )140,143 1PGCD )	معناه	= ), 82PGCD a b =.			

		.500	لا	يقسم	7لأن	
��

��تمارين�للتعمق
1��\�%2I.

%�ا:��Pـ��ℤ��

2	حيث	xالمسافة	بين	العمودين	المتتاليين	هي	عدد	طبيعي 5x< 3xإماّ	:	وبالتالي		> 4x	وإما	= 	4لدينا		.	=
إذن	.	ونأخذ	قاسما	مشتركا	لأن	كل	زاوية	القطعة	يغرس	عمود	،	156	و90	هو	قاسم	مشترك	للعددين3	بينما	90لا	يقسم	

			.	3mالمسافة	بين	عموديين	متتاليين	هي
)محيط	القطعة	هو )2 90 156 492 m+ الموجودة	بين	عمودين	متتاليين	أي		ولدينا	عدد	الأعمدة	هو	نفس	عدد	الفراغات	=

492
164

3
=		

		.220،	110،	55،	44،	22،	20،	11،	10،	5،	4،	2،	1:		هي	220قواسم	
1 2 4 5 10 11 20 22 44 55 110

284

+ + + + + + + + + + =
		

		.284	،	142	،	71	،	4	،	2	،	1:		هي	284قواسم	

1 2 4 71 142 220+ + + + =.		

		.3	طبيعيا	أكبر	من	أو	يساوي	عدداn	ليكن	

5لدينا	 2 7n n+ = − 5n	ومنه+ 2n�ِـ�	مضاعف	+ −		

2nمعناه	 2	وبالتالي	7	قاسم	للعدد	− 1n − 2	أو	= 7n − 3n	أي	= 9n	أو	= =.		
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3nعكسيا	إذا	كان 9n	أو= 5	فإن	= 8n + 5أو		= 14n + 2	و	= 1n − 2	أو= 7n − 	وبالتالي	في	كلا	الحالتين	=
5n 2n�ِـ�	مضاعف	+ −.		

		.15:	هو		8مجموع	قواسم	العدد	؛	ومنه	8	،	4	،	2	،	1	هي	8قواسم	)	1

		.121:	هو		81مجموع	قواسم	العدد	؛	ومنه	81	،	27	،	9	،	3	،	1	هي	81قواسم	

8العدد		عدد	قواسم		إذن5	هو	81	عدد	قواسم	و4	هو	8	عدد	قواسم)	2 4هو		×81 5 20× =.		

	1(�2 1 3 1 3

1 1 1 1

n n n

n n n n

+ − + −= = +
− − − −

		

2 3
1

1 1

n

n n

+ = +
− −

2وبالتالي	لكي	يكون		

1

n

n

+
−

3	عددا	صحيحا	يكفي	أن	يكون

1n −
أن	يكون		عددا	صحيحا	ولهذا	يجب	

)العدد	 )1n 		.3	قاسما	للعدد	−

)	وبالتالي3	و1،−3،−1	هي3قواسم	العدد )1 1n − = −	،( )1 3n − = −،( )1 1n − )	أو= )1 3n − =		
)معناه	 )0n =،( )2n = −	،	( )2n )	أو= )4n n	وبما	أن	= ∈ ℕ	هي	الممكنة	قيمه	فإن		0:	،	و2	4.		

2		عددين	طبيعيين	حيثβ	وαليكن)	2 3a α β= 2	ومنه	× 2 22 3a α β= )	هو	2a	عدد	قواسم× )( )2 1 2 1α β+ +	

)	هوaوعدد	قواسم ) ( )1 1α β+ ):	ومن	المعطيات	لدينا		+ )( ) ( ) ( )2 1 2 1 3 1 1α β α β+ + = + معناه	+
4 2 2 1 3 3 3 3αβ α β αβ α β+ + + = + + 2αβومعناه	+ α β− = )كافئ	ي+ )1 2α β β− = 		أي	+

2

1

βα
β

+=
−

وحسب	السؤال	السابق	ينتج	أن	.	
2

4

α
β

=
 =

4	أو	

2

α
β

=
 =

2إذن؛	 42 3 324a = × 4	أو= 22 3 144a = × =.		

4 12 0xy y− − 4x	إذا	كان	= 12	فإن	المعادلة	تصبح= 0− 4x	وهذا	غير	ممكن	إذن	= ≠.			

4 12 0xy y− − 12	معناه	=

4
y

x
=

−
4x	ومنه	 212	ولدينا	12	يقسم	− 2 3= ×.			

4xـ��		ـ�		ـ�		ـ�		ـ�		ـ�		�		�		�		�		�		�� −
		x		ـ			ـ�		�		�		�		�		�		�		�					��		��
		y		ـ�		ـ�		ـ�		ـ�		ـ�ـ��		��		�		�		�		�		�

]ليكن	)	1 [ ] ]3;1 1;3x ∈ − ∪		

	( )
2 22 3 3 2 3 1 4

1 1

x x x x
f x

x x

− − − + −= =
− −

		

( ) ( ) ( )1 2 1 4 4
2 1

1 1 1

x x
f x x

x x x

− −
= − = − −

− − −
		

)لتكن)	2 ),M x y	صحيحة	أعداد	إحداثيتيها	المستوي	من	نقطة		.fM C∈	معناه	[ [ ] ]3;1 1;3x ∈ − ∪	

4و
2 1

1
y x

x
= − −

−
4	أي	

2 1
1

y x
x

− + = −
−

.			

1xإذن	 			4	يقسم	−
1x		ـ�		ـ�		ـ�		�		�		� −		
2		�		�		�		ـ�		ـ�		ـ� 1y x− +		
		x		ـ�		ـ�		�		�		�		�
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		y		ـ�		ـ�		�		ـ�		�			
n	طبيعي	عدد		.	نضع( )2 5a n n= +.			

		.	عدد	زوجيaا	فإن		زوجياعدد	nإذا	كان)	1

2ا	فرديا	فإن	عدد	nإذا	كان 1n k= 2	ومنه	+ 25 4 4 6n k k+ = + 		.	عدد	زوجيaد	زوجي	إذن		وهو	عد+

3nبنفس	الطريقة	نميز	الحالات)	2 k=	،	3 1n k= +	،3 2n k= +.		

a	للبرهان	طبيعي؛	عدد		العدد	أن( )2 1a a )يكفي	أن	نبرهن		6للعدد		مضاعف	− )2 1a a 	3	و	2	�ِـ	مضاعف	−

		.	أوليان	فيما	بينهما	ثم	نميز	الحالات3	و	2لأن	

5nرقم	آحاد	العدد	 n−	هو	0	معناه	5n n−القس	يقبل		على	للعدد10مة	القواسم	بين	من	ولدينا	10	أوليين	قاسمين	
		.5	و2فقط	هما	

( ) ( )( )5 4 2 21 1 1n n n n n n n− = − = − )أي		+ ) ( )( )5 21 1 1n n n n n n− = − + +.		

)لدينا	 )1n n 		.2	�ِـ	هو	جداء	عددين	طبيعيين	متواليين	إذن	هو	عدد	زوجي	أي	مضاعف	+
5n n−	مضاعف	ِـ��( )1n n )و	,	+ )1n n 5n	إذن	2	�ِـ	مضاعف	+ n−	مضاعف	ِـ�2.		

		.�5�ِـ�	وإما	ليس	مضاعفا5	��ِـ	هو	إماّ	مضاعفاnلدينا	كل	عدد	طبيعي
5nبما	أن	,	5	مضاعفا	لـِ	nإذا	كان	 n−	ِلـ	مضاعف	n	فإن	5n n−	ِلـ	مضاعف	5.		
			.4	,	3	,	2	،	1	هي	5	فإن	بواقي	قسمته	على	5	ليس	مضاعفا	لـِ	nإذا	كان	

1nإن		ف1	هو	5	على	nإذا	كان	باقي	قسمة	 5n	وبما	أن	5	يكون	مضاعف	لـ	− n−	ِلـ	مضاعف	1n 	فإنه	يكون	−
		.5مضاعف	لـ	

1n	فإن	4	هو	5	على	nإذا	كان	باقي	قسمة	 5n	وبما	أن	5	يكون	مضاعف	لـ	+ n−	ِلـ	مضاعف	1n 	فإنه	يكون	+
		.5مضاعف	لـ	
}	حيث	r	هو	5	على	n	قسمة	إذا	كان	باقي }2;3r 5n	فإن	∋ k r= 2	ومنه+ 2 225 10n k k r= + +	

)أي )2 2 21 5 5 2 1n k k r+ = + + +			

}وبالتالي	إذا	كان	 }2;3r )	فإن	∋ )2 21 5 5 2 5n k k+ = + )	أو+ )2 21 5 5 2 10n k k+ = + إذن	في	الحالتين	+
2 1n 5n	وبما	أن	5	مضاعف	لـِ	+ n−	لـ	مضاعف	2 1n 5n	فإن	+ n−	لـ	مضاعف	5.			

5n	n،إذن	من	أجل	كل	عدد	طبيعي n−	مضاعف	ـ�	5	.	العدد	تحليل	5وبالتاليn n−	الأوليين	العددين	يشمل	و2	5	
5nإذن n−	للعدد	مضاعف	هو	10.	��

1pn 5pn	و+ 5	معناه	أن	رقم	آحاد		لهما	نفس	رقم	الآحاد+ 1p pn n+ ).0	هو−+ )5 1 5p p pn n n n n+ +− = 	ومنه	−
5 1p pn n+ 		.10	مضاعف	للعدد	−+

7n	يكونn	من	أجل	كل	عدد	طبيعيان	أنبرهلل n−	على	القسمة	يقبل	نبر14	أن	يكفي		على	القسمة	يقبل	أنه	2هن	
		.	أوليان	فيما	بينهما7	و	2		لأن7وعلى	

)،		nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي	)	1 ) ( )2 5 4 1 4a n n n n= + + = + )و	+ )( )2 3 2 1 2b n n n n= + + = + +		

1n	العدد	إذن 			.b	وa	هو	قاسم	مشترك	للعددين	+
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)لدينا	)	2 )( )23 15 20 1 3 12 8n n n n+ + = + + +		

1nالعدد	إذن	 23	قاسما	للعدد	+ 15 20n n+ 1nالعدد		معناه	+ }	ومنه	8		قاسما	للعدد+ }1 1;2;4;8n + 	أي	∋

{ }0;1;3;7n ∈.		

}	بقيم	المجموعةnوعكسيا	بتعويض 1nالعدد		نجد		7;3;1;0{ 23	قاسما	للعدد	+ 15 20n n+ +		

nو	aحيث	صحيحان	عددان	a	يقسم	1n 2	و− 3n n+ +.			

)	لديناأ�ـ )22 2 1 1n n n− + = 1n	يقسم	a	و− )	يقسم	a	إذن− )2
1n 2		يقسمa	أي	− 2 1n n− +.			

2	يقسم	a	ب�ـ 3n n+ 2	و+ 2 1n n− )	يقسم	الفرقa	إذن+ ) ( )2 23 2 1n n n n+ + − − 3أي	يقسم	+ 2n +.		

1n	يقسم	a	4ـ�ـ 3	يقسم	a	ومنه	− 3n 3	يقسمa	وبما	أن	− 2n )	فإنه	يقسم	الفرق+ ) ( )3 2 3 3n n+ − 	a	أي	−

			.5يقسم	

}	د�ـ }5; 1;1;5a ∈ − −.		

)الثنائية	نفترض	أن	 );x yالعدد	أجلها	من	يكون	xy	للعدد	قاسما	x y+	إذن	0x 0y	و≠ ≠	

xلديناو y xyk+ k	مع	= ∈ ℕ	إذن	( )1x y xk= )	و− )1y x yk= 	إذن	x	يقسم	y	وy	يقسم	x	وبالتالي	−
x y=يصبح	وبالتالي		22x x k=	أي	2 xk=	ومنه	x	يقسم	2	إذن	1x y= 2x	أو= y= =.			

)وبالعكس	الثنائيتين	 )	و1,1( )2, 		.تحققان	المطلوب2

n	فردي	طبيعي	عدد		.S	وعددها	متتابعة	طبيعية	أعداد	مجموع	n	.		الطبيعي	العدد	نعتبرa	ونضع	
( ) ( ) ( )1 2 ... 1S a a a a n= + + + + + + + 			.1	هو	مجموع	حدود	متتابعة	من	متتالية	حسابية	أساسها	−

( )( ) 1
1

2 2

n n
S a a n n a

− = + + − = + 
 

		

1n	عدد	طبيعي	فردي	فإن	nبما	أن	 1	هو	زوجي	وبالتالي	−

2

n 1	يكون	عدد	طبيعي	ومنه	−

2

n
k a

−= 	هو	عدد	+

Sطبيعي	ومنه	 nk=	مع	k ∈ ℕالعدد	إذن	Sعلى	القسمة	يقبل	n.			


�-%��ـ2:P2%�ا�I.
���ا

71 0 72 71= × 			.71	هو	72	على	71	إذن	باقي	القسمة	الأقليدية	للعدد	+
		.	سطرا	ماعدا	الصفحة	الأخيرة	ناقصة	34كل	صفحة	تحمل	.		سطرا	4350كتاب	مكتوب	عليه	

4350 34 127 32= × 		.	سطرا	فقط	32	صفحة	كاملة	والصفحة	الأخيرة	مكتوب	عليها	127	إذن	توجد	بالكتاب+
100100	حيث	kطبيعي	علما	أنه	يوجد	عدد	 13 35k= 100100ولدينا		.	+ 13 26 9k= + +		

)أي	 )100100 13 2 9k= + 9	بما	أن	+ 		.9	هو	13على100100	فإن	باقي	قسمة	>13
17أي	.	12	و	8	هما	على	التوالي	17	على	n	وmالباقيان	للقسمة	الأقليدية	لكل	من	العددين	 8m k= +	

17و 12n p= k	مع	+ ∈ ℕو	p ∈ ℕ.			
( ) ( )17 20 17 1 3m n k p k p+ = + + = + + +		

mإذن	باقي	قسمة	 n+	على	17	هو	3.			
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( )( )17 8 17 2m n k p× = + +		
( )217 17 2 8 16m n kp k p× = + + +		

( )17 17 2 8 16m n kp k p× = + + +		
mإذن	باقي	قسمة	 n×	على	17	هو	16.			

( )22 17 16 17 64m k k= + × +		

( )2 217 17 16 3 13m k k= + + +	.		

		.13	هو	17	على	2mإذن	باقي	قسمة	
3 02 1 0× − 			.7	وهو	يقبل	القسمة	على	=

32نفرض	 1p 32أي	7	يقبل	القسمة	على	− 1 7p k− k	مع	= ∈ ℕ	ولنبرهن	( )3 1
2 1

p + 			.7	يقبل	القسمة	على	−
( ) ( )3 1 32 1 8 2 1 8 7 1 1 56 7
p p k k+ − = × − = + − = +		

)أي	 ) ( )3 1
2 1 7 8 1

p k+ − = )ومنه+ )3 1
2 1

p + 	كل	عدد	إذن	حسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل.	7	يقبل	القسمة	على	−
32،	العدد	nطبيعي 1n 		.7	يقبل	القسمة	على	−

n	من	أجل	كل	أ�ـ ∈ ℕ	،32 1 7n k− k	مع	= ∈ ℕ		
32أي	 7 1n k= 		.1ن	الباقي	هو		إذ+
)	ب�ـ ) ( )3 12 2 7 1 7 2 2na k k+= = + = 		.2إذن	الباقي	+
)�ـ�ـ ) ( )3 22 4 7 1 7 4 4na k k+= = + = 		.3	الباقي	هو+

2a	وبالتالي	هو	قاسم	للعدد2a	فهو	قاسم	b	وa	قاسما	مشتركا	للعددينdإذا	كان	 b+ومنه	d	مشتركا	قاسما	يكون	
aو	( )2a b+.		

)	وa	قاسما	مشتركا	للعددينdإذا	كان	 )2a b+	قاسم	2فهوaللعدد	قاسم	هو	وبالتالي	( )2 2a b a+ 	bأي	قاسم	للعدد−

			.b	وaاسما	مشتركا	للعددين	يكون	قdومنه
)	وaنستنتج	من	هذا	أن	القواسم	المشتركة	للعددين )2a b+للعددين	المشتركة	القواسم	نفس	هي	aو	b.			

)وبالأخص ) ( )2; ;PGCD a a b PGCD a b+ =.		

a:		هو	قاسم	لكل	من	الأعداد	b	وaكل	قاسم	مشترك	للعددين	)	2 b+	،	2a	،	3b	و	2 3a b+		
a	هو	قاسم	مشترك	للعددينb	وaإذن	كل	قاسم	مشترك	للعددين	 b+و	2 3a b+.		

aوبالعكس	لدينا	كل	قاسم	مشترك	للعددين b+و	2 3a b+	الأعداد	من	لكل	قاسم	هو	( )3 a b+	،	( )2 a b+	،	

( ) ( )3 2 3a b a b+ − )	و+ ) ( )2 3 2a b a b+ − )ولدينا	+ ) ( )3 2 3a b a b a+ − + )	و= ) ( )2 3 2a b a b b+ − + =		
aإذن	كل	قاسم	مشترك	للعددين b+و	2 3a b+	للعددين	مشترك	قاسم	هو	aو	b		

aنستنتج	من	هذا	أن	القواسم	المشتركة	للعددين b+و	2 3a b+للعددين	المشتركة	القواسم	نفس	هي	aو	b.			
)وبالأخص ) ( );2 3 ;PGCD a b a b PGCD a b+ + =.		

n	طبيعي	عدد		11. 3a n= 13	و+ 1b n= −.			
1	(( ) ( )13 11 13 11 3 11 13 1a b n n− = + − −		

13 11 143 39 143 11 50a b n n− = + − + =.		
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2(( );PGCD a b	13يقسمaو	11bوالفرق	13 11a b−	أي	( );PGCD a b	يقسم	.50	250لدينا 2 5= إذن	,	×

( );PGCD a bإ	ينتمي	المجموعة	لى{ }1, 2,5,10, 25,50.		
)تعيين	ثنائية)	3 );a b	بحيث	يكون( ); 50PGCD a b =.		

6	وكذلك	5b	و6a	ومنه	يقسم	b	وa	يقسم	50 5a b−		
23n	يقسم	50أي	 23	ومعناه+ 50n k+ kمع= ∗∈ ℕ		

50ومعناه	 23n k= 1k	وبأخذ	− 27n	نجد	= )	ومنه	= ) ( ); 300;350a b =		
300وبالعكس	 6 50a = = 350	و× 7 50b = = )	أوليان	فيما	بينهما	إذن	7	و6	ولدينا	× ); 50PGCD a b =		

( )
2 22 20992

; 16

a b

PGCD a b

 + =
 =

)	معناه	توجد )'; 'a bمن	2∗ℕحيث	16 'a a=	,	16 'b b=؛	'aو	'bبينهما	فيما	أوليان			

2من	الفرضية	الأولى	نحصل	على	 22 ' ' 82a b+ )	ومعناه	= )2 2' 2 41 'b a= '2	إذن	يجب	− 41a <���

��		��		��		
		�		�		2'a		
��		��		��		��		��			�		2'b		

)إذن	الثنائية	الوحيدة	 )'; 'a b	هي	( )	ومنه	3,8( ) ( ); 48,128a b =		
aو	bمن	عددان	∗ℕ	و	( );PGCD a b d=.			

)توجد )'; 'a bمن	2∗ℕ	حيث	'a da=	,	'b db=	؛	'aو	'b	؛	بينهما	فيما	أوليان	25 35ab d d+ 	تصبح	=

( )2 ' ' 5 35d a b d+ )	معناه	= )' ' 5 35d a b + 35و35	يقسمd	ومنه	=
' ' 5a b

d
= 		1,5,7,35	:هي35؛	قواسم−

35dإذا	كان	 7d	أو= '	فإن	= ' 0a b 			وهذا	مرفوض≥
1dإذا	كان	 'إن		ف= ' 30a b 30	ولدينا	= 2 3 5= × ×		

}:		هي	30ومجموعة	قواسم	 ):			ومنه		1,2,3,5,6,10,15,30{ ) ( ) ( ) ( ) ( ){'; ' 1,30 ; 2,15 ; 3,10 ; 5,6 ;a b ∈		
( ) ( ) ( ) ( )}6,5 ; 10,3 ; 15,2 ; 30,1		

5dإذا	كان '	فإن= ' 2a b )؛	= ) ( ) ( ){ }'; ' 1, 2 ; 2,1a b )ومنه		∋ ) ( ) ( ){ }; 5,10 ; 10,5a b ∈.		
):		خلاصة	 ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}; 1,30 ; 2,15 ; 3,10 ; 5,6 ; 6,5 ; 10,3 ; 15, 2 ; 30,1 ; 5,10 ; 10;5a b ∈.		
7	يقسمd	وبالتالي	3b	و4a	,	5b	,	7a	إذن	هو	قاسم	لكل	من	b	،	a	قاسما	مشتركا	لِـ	dليكن	)	1 5a b−	,

5 7b a−,	4 3a b−و	3 4b a−	أي	dمشترك	قاسم	ـ�ِ�	xو	y.			
	قاسم	للفرقين	d	وبالتالي	5y	و4x,7y,3x	إذن	هو	قاسم	لكل	منy	وxِ�ـ	قاسما	مشتركا	dالعكس	ليكن
4 7x y−و	3 5x y−			

)لدينا	 ) ( )4 7 4 7 5 7 4 3x y a b a b b− = − − − )و	= ) ( )3 5 3 7 5 5 4 3x y a b a b a− = − − − =		
			.b	،	a	ِ�ـ	قاسم	مشترك	dإذن	
�	؛	وبالأخصy	وx	هي	نفسها	مجموعة	القواسم	المشتركة	للعددين،b	aجموعة	القواسم	المشتركة	للعددينم:	ومنه

( ) ( ) ( ); ; ;PGCD x y PGCD x y PGCD a b= =.��

2	(( )( )
( )

7 5 4 3 1300

; 5PGCD

α β α β
α β

− − =
 =

...)1(		
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7:	نضع	 5x α β= 4	و− 3y α β= 3يكون)	1وحسب	السؤال			.− 5x yα = 4و− 7x yβ = −		

)منه	و ) ( ); ; 5PGCD x y PGCD α β= )تصبح	)	1(إذن		.= )
1300

; 5

xy

PGCD x y

=
 =

			

( ); 5PGCD x y 5	وy'	وx'	عددان	صحيحان	غير	معدومين	حيثy'	وx'جد	معناه	يو= 'x x=و	5 'y y=	
25ومنه	 ' ' 1300x y '	أي	= ' 52x y =		

252 2 13= ���52	و1,2,4,13,26	وقواسمه	هي	×

-52 -13 -2 -1 1 2 13 52

-1 -2 -13 -52 52 13 2 1

-260 -65 -10 -5 5 10 65 260

-5 -10 -65 -260 260 65 10 5

-755 -145 295 1285 -1285 -295 145 755

-1005 -190 415 1800 -1800 -415 190 1005

'x
'y

x
y
α
β�		

( )}755,1005( ) ( ) ( ){ ( ); 295, 415 ; 1285,1800 ; 145,190 ;α β ∈		
��.�أوليان�فيما�بينهما��bو�aالعددينأن�n�،�برهن�من�أجل�كل�عدد�طبيعي،��88إلى�التمرين�85من�التمرين�

3a n= 2	و+ 7b n= +.			
d	يقسم	aو	b	يقسم	إذن	2a	وكذلك	2b a−	ولدينا		2: 1b a− 1d	ومنه	1سم		يقd	إذن	= =.			

3 4a n= 8	و+ 11b n= +.			
d	يقسم	aو	b	يقسم	إذن	8aو	3b		3وكذلك 8b a−	ولدينا		3: 8 1b a− 1d	ومنه	1	يقسم	d	إذن	= =.			

9 7a n= 5	و+ 4b n= +.			
d	يقسم	aو	b	يقسم	إذن	5aو	9b	وكذلك	9 5b a−	ولدينا		9: 5 1b a− 1d	ومنه	1	يقسم	d	إذن	= =.			

27 2a n= 24	و+ 1b n= +.			
d	يقسم	aو	b	يقسم	إذن	4aو	7b	وكذلك	4 7a b−	ولدينا		4: 7 1a b− 1d	ومنه	1	يقسم	d	إذن	= =.	��

n	معدوم	غير	طبيعي	عدد	.		
)نضع	)	1 )2 1;9 4PGCD n n d− + )	يقسم	d	إذن	= )9 4n )	و+ )2 1n )	يقسم	d	ومنه	− )2 9 4n +	
)و )9 2 1n )	يقسم	d	إذن	− ) ( )2 9 4 9 2 1n n+ − −		

)بما	أن	 ) ( )2 9 4 9 2 1 17n n+ − − 1dأي		17	يقسم	d	فإن= 17d	أو= =.			

)إذا	كان	)	2 )2 1;9 4 17PGCD n n− + )	يقسم17	فإن	= )9 4n )	و+ )2 1n )	يقسم	17	ومنه	− )4 2 1n −		
)	يقسم	الفرق	17إذن	 ) ( )9 4 4 2 1 8n n n+ − − = +.			
)إذا	كان	)	3 )2 1;9 4 17PGCD n n− + 8nم		يقس17	فإن	= 17	ومنه	+ 8n α= α	مع	− ∗∈ ℕ.			

17نفرض	أن	,	لنبرهن	العكس	 8n α= α	مع	− ∗∈ ℕ			
)ومنه	 )9 4 9 17 8 4 9 17 68n α α+ = − + = × )	و− )2 1 2 17 8 1 2 17 17n α α− = − − = × −		

):	أي	 )9 4 17 9 4n α+ = )	و− )2 1 17 2 1n α− = −		
)نضع	 )2 1;9 4PGCD α α δ− − )	يقسم	δ	إذن	= )2 1α )	و− )9 4α )يقسم	δ	ومنه	− )9 2 1α −	

)و )2 9 4α )	يقسم	δ	إذن	− ) ( )2 9 4 9 2 1α α− − −		
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1δ	وبالتالي	1	يقسم	δأي	 =.			

( )2 1;9 4 1PGCD α α− − =,	( )9 4 17 9 4n α+ = )	و− )2 1 17 2 1n α− = 			معناه	−

( )2 1;9 4 17PGCD n n− + =.		
17	:خلاصة	 8n α= α	مع	− ∗∈ ℕ	معناه	( )2 1;9 4 17PGCD n n− + =.			

n	طبيعي	عدد	.		
25نضع 14 14a n n= + +,	2b n= 5	و+ 3c n= +.		

)لدينا	)	1 )( )25 14 8 2 5 4n n n n+ + = + 25	قاسم	للعدد	bومنه		+ 14 8n n+ +.			
2	(b	يقسم	a	إذن	b	يقسم	( )25 14 8a n n− + 			.6	يقسم	b	أي	+

25	يقسم	b	بما	أن	6	يقسم	b		أن	نفرض،وبالعكس	 14 8n n+ 25	فإنه	يقسم	المجموع	+ 14 8 6n n+ + 	bأي		+
		.aيقسم	

			.6	يقسم	b	معناه	a	يقسم	b:	خلاصة	
3(bيقسم	معناه6	2 1n + 2أو= 2n + 2أو= 3n + 2	أو= 6n + 0n	ومعناه	= 1n	أو= 4n	أو= =.		

}ـ	إذا	كان }0,1,4n 			.0	هوbعلىaومنه	باقي	قسمة		a	يقسمb	أي6	يقسمb	فإن∋
2nـ	إذا	كان 62a	فإن	= 4b	و	= 		.2	إذن	الباقي	=
3nـ	إذا	كان 101a	فإن	= 5b	و	= 		.1	إذن	الباقي	=
4nـ	إذا	كان	 6b	فإن	< 6a	ولدينا	< bc= 			.6	هوbعلىa	إذن	باقي	قسمة	+

5 3c n= 			؛	+
0nذا	كان	ـ	إ 14a	فإن	= 3c	و= 			.2	هو	c	علىa	ومنه	باقي	قسمة	=

nمن	أجل	كل	 ∗∈ ℕ	،	6c 6a	ولدينا< cb= 			.6	هوc	على	aباقي	قسمة	العدد		إذن	+
1({ }1n ∈ −ℤ	نضع	3: 5a n= 1b	و+ n= −.		

3	لدينا�ـأ 3 5 3 3 8a b n n− = + − + 3	إذن= 8a b= +			

8	ب�ـ
3

a

b b
= +	.	a

b
		8	يقسم	b	عددا	صحيحا	معناه	

}:	أي	 }8; 4; 2; 1;1;2;4;8b ∈ − − − }معناه		− }7; 3; 1;0;2;3;5;9n ∈ − − −		
		.	عدد	طبيعي	nنفرض	أن	)	2
)	نضع	أ�ـ );PGCD a b d=	.	d	يقسم	aو	b	يقسم	إذن	3b	يقسم	ومنه	3a b−وبالتالي	d	يقسم	8.			
8n	إذا	كان	ب�ـ k=	فإن	d	يقسم	nومنه	d	يقسم	n b−	أي	d	يقسم	1	وبالتالي	1d =.			

8ـ	إذا	كان	 1n k= )	فإن+ )8 3 1a k= 8b	و+ k=	إذن	يقسم8	d	أن	وبما	d	يقسم	فإن8	8d =.			
8ـ	إذا	كان	 2n k= 24	فإن+ 11a k= 8	و+ 1b k= 1d		فرديان	فإنb	وaو	,	8	يقسم	d	بما	أن+ =.			
8ـ	إذا	كان 3n k= )	فإن+ )2 12 7a k= )	و+ )2 4 1b k= )	؛	نضع+ )' 12 7;4 1d PGCD k k= + +	'd	يقسم	

( )3 4 1k )	ومنه	يقسم+ )12 7 3 4 1k k+ − 4	و4k	يقسم	d'	وبالتالي	4	أي	يقسم	+ 1k 	1	إذن	يقسم	فرقهما+
'وبالتالي	 1d )	إذن	= ); 2d PGCD a b= =.		

8ـ	إذا	كان 4n k= 24	فإن+ 17a k= 8	و+ 3b k= +		
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	aو	bأن	بما	فرديان	dيقسم	8	فإن	1d =.			
8ـ	إذا	كان	 5n k= )	فإن+ )4 3 5a k= )	و+ )4 2 1b k= 8d	؛	إذا	كان	+ 2	فإن	= 1k 	2	يقبل	القسمة	على	+

4dوهذا	تناقض	إذن	 =.			
8ـ	إذا	كان 6n k= 24	فإن	+ 23a k= 8	و+ 5b k= 1d	فإن	8	يقسمd	فرديان	بما	أنb	وa؛	+ =		
8ـ	إذا	كان 7n k= )	فإن	+ )2 8 13a k= +	( )2 4 3b k= 2	؛	+ 3k 8dإذا	كان	,		هو	فردي	+ 4d	أو= =	

2فإن	 3k 2d	وهذا	تناقض	إذن	2	يقبل	القسمة	على	الأقل	على	+ =.		

1(n	،	طبيعي	عدد	2n nα = 2nβ	و+ = +.			
)نضعأ�ـ� );PGCD dα β )	و= ); 'PGCD n dβ =		
dيقسم	αو	βكذلك	يقسم	إذن	nβ	يقسم	ومنه	nβ β−	يقسم	أي	n	وبالتاليd	يقسم	( ); 'PGCD n dβ =.			

)	إذن	يقسم	β	وn	يقسم	d':	العكس	 )1n n )م		يقسd'	وبالتالي	α	أي	يقسم	+ );PGCD dα β =.		
dيقسم	'dو	'd	يقسم	d	معناه	'd d=	أي			

( ) ( ); ;PGCD PGCD nα β β=.			
2nم		يقسdب�ـ� )	وبالتالي	2	إذن	يقسم	فرقهما	n	و+ ); 2PGCD α β )	أو= ); 1PGCD α β =.			
)	أ�ـ)	2 )( )3 2 23 5 2 3 2a n n n n n n= + + = + +		

( ) ( )23 8 4 3 2 2b n n n n= + + = + +		
)إذن	العدد	 )3 2n 			.b	وa	هو	قاسم	مشترك	للعددين	+

)	لدينا	ب�ـ )3 2a nα= )	و+ )3 2b nβ= +.			
2dتالي	يكون	فرديا	وبالβ	فرديا	فإنnـ	إذا	كان )	إذن	≠ ); 1d PGCD α β= ومنه		=

( ) ( ); 3 2PGCD a b n= +.			
2d	زوجيان	ومنه	β	وαزوجيا	فإن		nـ	إذا	كان =		

2	أوليان	فيما	بينهما	حيث	β'	وα'ن	طبيعيان	إذن	يوجد	عددا 'α α=و	2 'β β=	أي	( )2 3 2 'a n α= +	
)و )2 3 2 'b n β= )	ومنه+ ) ( ); 2 3 2PGCD a b n= +		

)	�ـ�ـ ); 41PGCD a b )	هو	عدد	فردي	إذن	لا	يمكن	أن	يكون= ) ( ); 2 3 2 41PGCD a b n= + 	ونأخذ	الحالة	=
)المتبقية	أي	 ) ( ); 3 2 41PGCD a b n= + 13n	معناه	= 182α	وبالتالي		= 15β	و= =.			

nنضع	؛	طبيعي	عدد		9: 1a n= 9	و+ 1b n= −		
1	(2a b− )	؛	= );PGCD a b	الفرق	يقسم	a b−	أي	( );PGCD a b	يقسم	2	إما	هو	1	وإما	2.		

)	يكونا	فرديان	وبالتالي	b	وa	زوجيا	فإن	nـ	إذا	كان	 ); 1PGCD a b =.			
)	وبالتالي	2	يكونا	زوجيان	ومنه	يقبلان	القسمة	على	b	وaفإن		فرديا	nـ	إذا	كان	 ); 2PGCD a b =.			

3	(( )( )281 1 9 1 9 1n n n ab− = + − )	،	عدد	فردي	n	وفي	حالة	= ); 2PGCD a b 2aمعناه	= k=،	

2 'b k=و	( )gcd ; ' 1p k k 4	إذن	= 'ab kk=	وبالتالي	281 1 4 "n k− 281	معناه	= 4 " 1n k= +		
			.1	هو	4	على	281nإذن	باقي	قسمة	العدد	
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��المسائل�

nمن	أجل	كل ∗∈ ℕنضع	3: 3 31 2 ...ns n= + + +.		
		:في	هذا	التمرين	يمكن	استعمال	النتيجة	التالية	

( ); 1PGCD a b )	يكافئ	= )2 2; 1PGCD a b =	.		

1(31 1ns = )	و= ) 2
1 1 1

1
2

+ 
= 

 
)	إذن ) 2

1

1 1 1

2
s

+ 
=  
 

		.	ومنه	الخاصية	البدائية	صحيحة	

)نفرض	 ) 2
1

2
k

k k
s

+ 
=  
 

k	من	أجل	 ∗∈ ℕ	الخاصية	صحة	ولنبرهن	( ) ( ) 2

1

1 2

2
k

k k
s +

+ + 
=  
 

.			

( ) ( ) ( )
2

3

1

1
1 1

2
k k

k k
s s k k+

+ 
= + + = + + 

 
			أي	

( ) ( ) ( ) ( )22 3 22

1

1 4 41 4 1

4 4
k

k k kk k k
s +

+ + ++ + +
= =

( ) ( ) ( )( ) 22 2

1

1 2 1 2

4 2
k

k k k k
s +

+ + + + 
= =  

 
.			

)	،nوحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	غير	معدوم	 ) 2
1

2
n

n n
s

+ 
=  
 

.		

2	(kو	1k )واليان	إذن	هما	أوليان	فيما	بينهما	وبالتالي		عددان	مت+ ); 1 1PGCD k k + =.			

),	عدد	طبيعي	غير	معدوم	kـ	ليكن ) 2

2

2 2 1

2
k

k k
s

+ 
=  
 

		

)أي	 )22

2 2 1ks k k= )	؛+ ) ( ) 2

2 1

2 1 2 2

2
k

k k
s +

+ + 
=  
 

		

)معناه	 ) ( )2 2

2 1 2 1 1ks k k+ = + )أن	بما		.	+ ); 1 1PGCD k k + )	فإن= )( )22 ; 1 1PGCD k k + =		

):	وبالتالي	 ) ( )2

2 2 1; 2 1k kPGCD s s k+ = +		

3(( )2 1;2 3PGCD k k+ )	إذن	2	يقسم	الفرق	الذي	هو+ )2 1;2 3 1PGCD k k+ + =	
)أو )2 1;2 3 1PGCD k k+ + =.			

a	معدوم	غير	طبيعي	عدد	.		
29:		التاليةaدراسة	المعادلة	ذات	المجهول	العدد	الطبيعي	)	1 2na+ 		.4	عدد	طبيعي	أكبر	من	أو	يساويn	حيث	=

22n	إذن	يقسم	الفرق	2a	يقسم	2	زوجيا	ومنه	aنفترض	أن	المعادلة	تقبل	حلا�أ�ـ a−وبالتالي	2	يقسم	9	تناقض	وهذا	
		.			زوجيا	إذن	يكون	فرديا	aإذن	لا	يمكن	أن	يكون

2	أي1	هو4	على2aمة	إذن	هو	فردي	ومنه	باقي	قسa	نفترض	أن	المعادلة	تقبل	حلا	ب�ـ 4 1a k= k	مع	+ ∈ ℕ		
9ومنه	 4 1 2nk+ + 10	أي	= 2 4n k= 4n	وهذا	من	أجل	2nم		يقس4بما	أن		.	− 2	يقسم	4	فإن	≤ 4n k−أي	4	
		.إذن	المعادلة	لا	تقبل	حلول.		وهذا	تناقض	10يقسم	

29:		التاليةaذات	المجهول	العدد	الطبيعي	دراسة	المعادلة	)	2 3na+ 		.3	عدد	طبيعي	أكبر	من	أو	يساوي	n	حيث=
23	أ�ـ 1 8− kنفرض	أنه	من	أجل	.		إذن	الخاصية	البدائية	صحيحة	4	يقبل	القسمة	8	و= ∗∈ ℕالعدد	23 1k 	يقبل	−

23	أي	4القسمة	على	 1 4k P− p	مع	= ∗∈ ℕ.		
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( ) ( )2 1 2 2 23 1 3 1 9 3 1 9 4 1 1
k k k p+ +− = − = × − = + −		

( ) ( )2 1
3 1 36 8 4 9 2

k p p+ − = + = )	إذن	+ )2 1
3 1

k + وحسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	اجل	كل		,	4	يقبل	القسمة	على	−
n ∗∈ ℕ	,	23 1n 			.4	يقبل	القسمة	على	−

23	لدينا	�ـب 4 1n k= )	عدد	طبيعي	وk	حيث	+ )23 3 4 3 3n k× = 2	أي	+ 13 4 ' 3n k+ = .		عدد	طبيعي	k'	حيث	+
23إذن	الباقيان	للقسمة	الأقليدية	لكل	من	العددين	 n	2و 13 n 		.	على	الترتيب	3	و1	هما	4	على	+

	ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي	1	هو4	على3n	باقي	قسمة،	n	حسب	السؤال	السابق	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	زوجي	�ـ�ـ
		.2	إذن	الباقي	يختلف	عن3	هو4	على3n	باقي	قسمة،	nفردي	

29نفترض	أن	المعادلة 3na+ 2	فرديا	إذن	a	تقبل	حلا	= 4 1a k= k	مع	+ ∈ ℕكان	إذا	ولدينا	؛	n	فإن	فرديا	
3 4 ' 1n k= )	ومنه	+ )9 4 'k k= 3	زوجيا	فإنn	وهذا	غير	ممكن	؛	وإذا	كان− 4 ' 3n k= )	ومنه+ )7 4 'k k= −		

2aومنه		،		زوجياa	للمعادلة	فلا	يمكنه	أن	يكون	فرديا	وبالتالي	يكون	حلاaومنه	إذا	كان,	وهذا	كذلك	غير	ممكن	 m=	
23وبالتالي 9 4( 2) 1n a m= + = + 			زوجيn	وهذا	في	الحالة	1	هو4	على3nإذن	باقي	قسمة		+

)	د�ـ )( )2 23 3 3p p pa a a− = − +.		

29نفترض	أن	المعادلة	 3na+ 2n	زوجي	أي	n	فإن	a	تقبل	حلا	= p=و	a	زوجي			
)ومنه	 )( )9 3 3p pa a= − 		.	زوجيa	و+

		:	إذن	9	و3	،	1	هي	9قواسم	العدد	

9		3		1		( )3p a−		

1		3		9		( )3p a+		

8−		0		8		2a		

4−		0		4		a		
0aإذا	كان	 9	فإن	= 3n=	أي	2n 3n	ولكن	= ≥		
4aوإذا	كان = 4a	أو− 25	فإن= 3n=ممكن	غير	وهذا	.		

29:		التالية	aدراسة	المعادلة	ذات	المجهول	العدد	الطبيعي	)	3 5na+ 		.2	عدد	طبيعي	أكبر	من	أو	يساويn	حيث=
2نضع		أ�ـ	 1n p= 25	ومنه	+ 5 5n p= 25	ومنه	باقي	قسمة	2	أو	1	هما	3	على5p	،	الباقيان	الممكنان	لقسمة	× p	

		.	2	هو	3	على5n	وبالتالي	باقي	قسمة	1	هو	3على
3aإذا	كان	 k=	قسمة	باقي	فإن	29 a+	على	3	هو	0.		
3إذا	كان	 1a k= 3	أو+ 2a k= 29د	باقي	قسمة		فنج+ a+	على	هو3	1	طبيعي	عدد	كل	أجل	من	إذن	a	باقي	يكون	
29قسمة	 a+	على	3	هو	0	أو	1	طبيعي	عدد	يوجد	لا	وبالتالي	aيحقق	29 5na+ =.		
2nيكتب	على	الشكل		زوجي	،	nحالة		في	ب�ـ p=لدينا	ويكون	( )( )2 29 5 5 5p p pa a a= − = − +			

5والحالة	الوحيدة	هي	 9p a+ 5	و= 1p a− 2	وهذا	يعني= 5 10p× 9	و= 5pa = 1p	أي− 4a	و= =		
1pa	قاسم	للعددين	d	إذا	كان	أ�ـ)	1 1	و− 1pa + 1p	فإنه	يقسم	فرقهما− pa a+ )يقسم	العدد	d	أي− )1pa a −.		
)	نفرض	ب�ـ )14 1, 4 1p pPGCD D+ − − 4iD	ومنه	= 3D	أو= 3	أو= 4iD = }مع	× }0,1,...,i p∈	

1D	بالتالي	لا	يمكن	أن	يكون	زوجيا	وDولدينا 3D	أو= =.			
2	أ�ـ)	2 5u =	،3 21u )و	= )gcd 5;21 1p =.		
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1		،	n	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي		علىنابرهاستعمال	التراجع	لل	ب�ـ 4 1n nu u+ = +.		

		.	هو	عدد	طبيعي	nu	،	nمن	أجل	كل	عدد	طبيعي	،			بالتراجع	نجدنابرهال	�ـ�ـ

)�د�ـ )1 , 1n nPGCD u u+ =.		

1،	عددا	طبيعياn	ليكنأ�ـ)	3 1

1 4
4

3 3
n n nv u u+ += + = +			

1

1 4
4 4

3 3
n n nv v v+

 = − + = 
 

)	إذن )nv	أساسها	هندسية	متتالية	4	الأول	وحدها	0 0

1 4

3 3
v u= + =.			

4	ب�ـ
4

3

n
nv = 	ومنه	×

14 1 4 1
4

3 3 3

n
n

nu
+ −= × − =		

14	لدينا�ـ�ـ 1 3n
nu+ − 2	و=

14 1 3n
nu+

+− )لدينا	)	2	وحسب	السؤال	= )1 , 1n nPGCD u u+ 			وهذا	معناه=

( )2 14 1,4 1 3n nPGCD + +− − =.			

1(2 2... 4E x y+ )	معناه= ) ( ) 22 2x x y− + =		
2إذن	يجب	أن	يكون	 0x− 1x	أي	< 2ونجد		= 3y =		

		.E	يحقق	المعادلة	yإذن	لا	يوجد	عدد	طبيعي
2x	زوجيان	أي	y	وx	نفترض	أن	العددين	أ�ـ)	2 n=و	2y m=	إذن	( )2 2 22p n m= 	2p	يقسم	2	وبالتالي	+

2p	أولي	p	وهذا	تناقض	لأن	pومنه	يقسم	 		.	عدد	فردي	p	أي	≠
2	فرديان	أي	y	وxن	العددين	نفترض	أ 1x n= 2	و+ 1y m= )إذن		+ )2 2 22 2 2 2 2 1p n n m m= + + + +	

		.الآخر	فردي		أحدهما	زوجي	وy	وxوهذا	كذلك	تناقض	إذن	
x	أي	x	يقسم	p	نفترض	أن	ب�ـ kp=	إذن	( )2 2 21y p k= 1k	حالتين	ممكنتين	− 0k	أو	= 0x	أي	= =	

0yوأ 			غير	معدومين	y	وx	ولكن	=
		؛	y	يقسم	pوبنفس	الطريقة	إذا	افترضنا	

		.y	ولاx	لا	يقسمpإذن	
)	نضع	�ـ�ـ )2 2,PGCD x y d=	؛d	المجموع	يقسم	2 2x y+	أي	d	يقسم	2p	.		

1d	د�ـ d	أو= p=أو	،	2d p=	أن	بما	pيقسم	لا	xولا	y		فإنd p≠أو	،	2d p≠	وبالتالي	1d =.			
)أ�ـ)3 ) ( )2 22 2 4 4 2 2 2 22 2 4u v uv u v u v u v− + = + − +		

( ) ( ) ( )2 222 2 4 4 2 2 2 22 2u v uv u v u v u v− + = + + = +( ) ( )2 22 2 22u v uv p− + 		.	وهذا	هو	المطلوب	=

5p	ب�ـ 2	معناه= 21 2p = )	إذن+ )3, 		Eِ�ـ�		حلي	ه4

13p 2	معناه	= 23 2p = )	إذن+ 		.E	�ِ�ـ	حلهي5,12(
3pأ�ـ�)	4 2	؛	إذا	افترضنا	أن	= 2 3u v+ 2	فإن	= 23u v= 2	ويجب	أن	يكون	− 3v 1v	وبالتالي	> 	ثم	نجد	=

2 2u 		.ليس	مجموع	مربعين		3	ليس	مربعا	تاما	إذن2	و=
2 2 9x y+ 2	معناه	= 29y x= 2	ومنه	يجب	أن	يكون	− 1x 2	أو= 4x 2	وعليه	= 8y 2	أو= 5y 	5	و8	و=

		.ليسا	مربعين	إذن	المعادلة	لا	تقبل	حلا	
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7p	ب�ـ 2رضنا	أن		؛	إذا	افت= 2 7u v+ 2	فإن	= 27u v= 2	ويجب	أن	يكون	− 7v 1v	وبالتالي	> 2v	أو	= 	ثم	=
2نجد	 6u 2	أو= 3u 		.	ليس	مجموع	مربعين	7	ليسا	مربعين	تامين	إذن	3	و6	و=

2 2 49x y+ 2	معناه	= 249y x= 2	ومنه	يجب	أن	يكون	− 1x 2	أو= 4x 2	أو= 9x 2	أو= 16x 2	أو= 25x =	
2أو 36x 2	وعليه	= 48y 2	أو= 45y 2	أو= 40y 2	أو= 33y 2	أو= 24y 2	أو= 13y 	ليسا	yوفي	كل	حالة	=

		.عددا	طبيعيا	إذن	المعادلة	لا	تقبل	حلا	
1	(( )0 0 0;M x y	؛( )0 1;8M	ولدينا	( )5 1 8 3 0− + )	ومنه	المعادلة	محققة	إذن= )0M ∈ ∆.		

)نفرض	أن	 )kM ∈ 5	أي	∆ 3 0k kx y− + =.			
)لنبرهن	 )1kM + ∈ ∆.			

لدينا	
1

1

35 5
5 5

3 3

20 8
5

3 3

k k k

k k k

x x y

y x y

+

+

 = + +

− = − − −


1	ومنه	 15 5k k k kx y x y+ +− = 1أي		− 15 3 5 3k k k kx y x y+ +− + = − +		

1معناه	 15 3 0k kx y+ +− + )ذن		إ= )1kM + ∈ ∆		

)	،nوبالتالي	حسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	 )nM ∈ ∆.			
)	،	عدد	طبيعي	nـ	ليكن	 )nM ∈ 5	معناه	∆ 3 0n nx y− + 5		أي= 3n nx y+ 	بالتعويض	في	المعادلة	الأولى	=

)للجملة	نجد	 )1

7 1
5 3 1

3 3
n n nx x x+ = + + 1ومعناه		+ 4 2n nx x+ = +.			

2	(0 1x 0x	ومنه	= ∈ ℕ	نفرض	؛	kx ∈ ℕ	ومنه	4 kx ∈ ℕ	إذن	( )4 2kx + ∈ ℕ	والتالي	1kx + ∈ ℕ.			
nx	n،	إذن	حسب	مبدأ	التراجع	ينتج	أنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي ∈ ℕ.		

5ـ	لدينا 3n nx y+ nx	بما	أن= ∈ ℕ	فإن( )5 3nx + ∈ ℕ	وبالتالي	ny ∈ ℕ.			
3	(( );n nPGCD x y d=	بينهما	فيما	وأوليين	معدومين	غير	طبيعيان	عددان	يوجد	إذن	xو	y	حيث	nx dx=	
nyو dy=	.		الثنائية	لدينا( );n nx y	معادلة	تحقق	( 5	إذن	∆( 3 0n nx y− + )ومنه		= )5 3 0d x y− + 	أي	=

( )3 5d y x= }	أي	3	قاسم	للعدد	d	إذن	− }1;3d ∈.			

4	(0

0

5 2 5 2
4 1

3 3 3 3
x = × − = − 		.	وهذا	صحيح	=

5نفرض	أن	 2
4

3 3

k
kx = × 1لنبرهن	و	−

1

5 2
4

3 3

k
kx +

+ = × −.		

1لدينا			

5 2
4 2 4 4 2

3 3

k
k kx x+

 = + = × − + 
 

	1 1

1

5 8 5 2
4 2 4

3 3 3 3

k k
kx + +

+ = × − + = × −	.			

5	,	nأنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعيإذن	حسب	مبدأ	التراجع	ينتج	 2
4

3 3

n
nx = × −.			

3ـ	مما	سبق	ينتج	 5 4 2n
nx = × 5	قاسم	للعدد	3	إذن	− 4 2n× 5	يقسم	2	ومنه	4n	يقسم	2لدينا		.	− 4n×	وبالتالي	

5	يقسم	2 4 2n× 5	موجودان	في	تحليل	العدد	3	و2	إذن	− 4 2n× 5	قاسم	للعدد	6	إذن	− 4 2n× −.		
		

��اختبر�معلوماتك


�ر�+ �+"!ـ�د"cر�+ �+"!ـ�دا�
"cا��
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��

5r	ب�ـ)	1 =			
46		�ـ�ـ)	2 13 3 7= × +.		
70		ب�ـ)	3 11 6 4= × +.		

)	ب�ـ)	1 );12PGCD a	هو	أو1	؛3		
12لأن	 15a b− )	تعني	أن	= )12 1 3a b− + =			
)ومنه	 );12PGCD a	للعدد	قاسم	هو	3.		

		،	هو	جداء	عددين	أوليين	في	ما	بينهما	a	العدد�ـ�ـ)	2
42835لأن 3 5 7 81 45a = = × × = 		.ا	بينهما	أوليان	فيم45	و81	؛×

	لأن15	مقامه	من	قوى	العدد	F	ِ�ـ	يوجد	كسر	مساويا	ب�ـ)	3
( )

2

44 2

4487 7 641 5 641

14175 3 5 7 3 5
F

× ×= = =
× × ×

		

)		�ـ�ـ ); 1 1PGCD n n + =.			

��أم�0c[�؟���N0[�؟أcأم���
�Nأ��

��

		.صحيحة)	3.			صحيحة)	2.			خاطئة)	1
		.خاطئة)	6		.		خاطئة)	5.				خاطئة)	4
		.خاطئ)	6				.خاطئ)	5			.صحيح	)4			.صحيح)	3				.صحيح)	2			.خاطئ)	1

	.صحيحة)	3			.خاطئة)	2				.صحيحة)	1 	
		.خاطئة)	6				.صحيحة)	5			.خاطئة)	4
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��������التمارينالتمارينالتمارينالتمارين
 

��التمارين�التطبيقية
���ℤـ�ا
�2ا\.%�\��1

45أ�ـ�� 3 42 7 6− = = ]إذن�× ]45 3 7≡.��

152ب�ـ� 2 150 3 50− = = ]�إذن�× ]152 2 3≡��.��

)4ـ�ـ� )29 1 30 6 5− − = = ]�إذن�× ]29 1 6≡ −.���

)د�ـ� )137 3 140 5 28− − = = ×U	و��[ ]137 3 5≡ −.���

)و�ـ� )13 2 15 5 3− − = − = −U	و��[ ]13 2 5− ≡.���

)هـ�ـ� ) ( )17 7 10 10 1− − − = − = −U	و�[ ]17 7 10− ≡ −		

[ ]37 4x≡	معناه	37 4x k− k	مع	= ∈ ℤأي			
37 4x k= 37x	وبالتالي	يمكن	أخذ	− =	،	37 4 33x = − =	،	37 4 2 29x = − × =،			

( )37 4 1 42x = − − =	،	( )37 4 2 45x = − − =		
9kمن	أجل	 1x	يكون	= 		.4	وهو	العدد	الطبيعي	الوحيد	الأصغر	تماما	من	=

[ ]4 7n 7	معناه	≡ 4n k= k	مع	+ ∈ ℤ.			

0 30n≤ 0معناه≥ 7 4 30k≤ + 4	أي≥ 26

7 7
k− ≤ ≤		

k ∈ ℤ	إذن	{ }0,1,2,3k }ومنه	∋ }4,11,18,25n ∈.		

[ ]140 12n ]	و≡ ]140 8 ]	إذن	≡12 ]8 12n ≡		
0	بما	أن	 8 12≤ 		.12	على	n	هو	باقي	قسمة	8	فإن	>

[ ]2 7x 		:	إذن≡

[ ]5 7 7x + ]	ومنه≡ ]5 0 7x + ≡		

[ ]5 3 7x − ≡ ]	ومنه	− ]5 4 7x − ≡		

[ ]9 18 7x ]	ومنه	≡ ]9 4 7x ≡		

[ ]15 30 7x− ≡ ]	ومنه− ]15 5 7x− ≡			

[ ]2 7x ]	ومنه	≡ ]3 8 7x ]	أي	≡ ]3 1 7x ≡.			
]	أ�ـ ]46 0 n≡		46معناه kn=	مع	k ∗∈ ℕ	إذن	n	يقسم	و46	2n }	أي	≤ }2,23, 46n ∈.		

]	ب�ـ ]10 1 n≡	معناه	9 kn=	مع	k ∗∈ ℕ	إذن	n	يقسم	و9	2n }	أي	≤ }3,9n ∈.		
]	�ـ�ـ ]27 5 n≡	معناه	22 kn=	مع	k ∗∈ ℕ		إذنn	يقسم	و22	2n }	أي	≤ }2,11, 22n ∈.		

[ ]a b n≡	معناه	a b kn− k	مع	= ∈ ℕ	ويكافئ	am bm knm− ]معناه		و= ]am bm nm≡.			

]لدينا	 ]0A a n− ≡	،	[ ]0B b n− ]	و≡ ]0C c n− ]	وهذا	معناه	≡ ]A a n≡	،	[ ]B b n≡و	[ ]C c n≡	
]إذن	 ]ABC abc n≡	أي	[ ]0ABC abc n− ≡.		

1 

2 

3 

4 

5 

7 

6 

8 



[ ]0n m≡	معناه	n km=	مع	k ∗∈ ℕ.		

[ ]a b n≡	معناه	'a b k n− k'	مع	= ∈ ℕ.		
a'ومنه	 b k km− ]	إذن	= ]a b m≡.		

1	([ ]30757 7 ]	ومنه	≡10 ]7 10a ≡	.	[ ]15163 3 ]	ومنه	≡10 ]3 10b ≡	.	[ ]12924 4 	ومنه	≡10

[ ]4 10c ≡.			
]أ�ـ�)	2 ]7 3 4 10a b c+ + ≡ + ]	ومنه	+ ]4 10a b c+ + ≡.			

]	ب�ـ ]7 3 4 10a b c− + ≡ − ]		ومنه+ ]8 10a b c− + ≡.			

]�ـ�ـ� ]7 3 4 10a b c+ − ≡ + ]	ومنه	− ]6 10a b c+ − ≡.			
]	د�ـ ]7 3 4 10abc ≡ × ]	ومنه	× ]4 10abc ≡.			
]	هـ�ـ ]7 3 7 4 4 3 10ab ac bc+ + ≡ × + × + ×			

[ ]1 10ab ac bc+ + ≡.			
]	و�ـ ]2 2 2 49 9 16 10a b c+ + ≡ + ]	ومنه+ ]2 2 2 4 10a b c+ + ≡.			

0	حيث	nالساعة	المطلوبة	هي	 24n≤ <		
]أ	ـ	 ]3 112 24n ≡ ]	ومنه	+ ]115 24n ]	أي	≡ ]19 24n 		.	أي	السابعة	مساء	19	إذن	الساعة	كانت	تشير	إلى	≡

]ب	ـ	 ]3 163 24n ≡ ]	ومنه	− ]160 24n ≡ ]	أي	− ]8 24n 		.	إذن	الساعة	كانت	تشير	إلى	الثامنة	صباحا	≡
]أ	ـ		 ]15123 3 			.D	تصل	إلى	النقطة	M	ومنه	النقطة≡5

]ب	ـ	 ]15132 3 5− 			.D	تصل	كذلك	إلى	النقطة	M	ومنه	النقطة≡

[ ]12 2 ]	ومنه	≡5 ]4 412 2 ]	أي	≡5 ]412 16 5≡		

[ ]16 1 ]	ومنه	≡5 ]412 1 5≡	.1527 4 381 3= × +		

)لدينا	 )381
1527 4 381 3 4 312 12 12 12× += = ]	ومنه	× ]1527 381 312 1 2 5≡ ]	أي	× ]152712 3 5≡.			

[ ]371 1 ]	ومنه	≡5 ]238371 1 5≡.			

[ ]579 1 5≡ ]	ومنه	− ]2008579 1 5≡.		

[ ]1429 1 5≡ ]	ومنه	− ]20091429 1 5≡ ]	بما	أن	− ]1 4 5− ]	فإن		≡ ]20091429 4 5≡.			

[ ]1954 1 5≡ ]	ومنه	− ]19621954 1 5≡.			
	#[ ]1754 1 9≡ ]	ومنه	− ]121754 1 9≡.			

		#[ ]34572 3 ]	ومنه	≡9 ]457 45734572 3 			ولدينا	≡9
457 456 2283 3 3 3 9= × = ]	إذن	× ]4573 0 ]	وبالتالي	≡9 ]45734572 0 9≡	.			

	#[ ]375 3 9≡ )		ومنه− ) [ ]20092009375 3 9≡ )	ولدينا	− ) ( )2009 2 1004 10043 3 3 3 9
×− = − × − = − 	ومنه	×

( ) [ ]2009
3 0 9− ]إذن	≡ ]2009375 0 9≡.			

]	أ�ـ ]4 1 5≡ ]	ومنه	− ]2003 20034 1 5≡ ]	إذن	− ]2003 20034 1 0 5+ ≡.		

[ ]3 2 5≡ ]	ومنه	− ]2003 20033 2 5≡ −		
]إذن	 ]2003 20033 2 0 5+ ≡.		
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]وبالتالي	 ]2003 2003 2003 20031 2 3 4 0 5+ + + ≡		

]	ب�ـ ]6 1 7≡ ]	ومنه	− ]2007 20076 1 7≡ ]	إذن	− ]2007 20076 1 0 7+ ≡.			

[ ]5 2 7≡ ]	ومنه	− ]2007 20075 2 7≡ ]	إذن	− ]2007 20075 2 0 7+ ]	؛	≡ ]4 3 7≡ ]	ومنه	− ]2007 20074 3 7≡ إذن	−

[ ]2007 20074 3 0 7+ ]؛	وبالتالي	≡ ]2007 2007 2007 2007 2007 20071 2 3 4 5 6 0 7+ + + + + ≡.		

]	لدينا	�ـ�ـ ]1 8 9≡ ]	؛	− ]7 2 9≡ ]	؛	− ]3 6 9≡ ]	؛	− ]5 4 9≡ −.			
]ومنه	 ]2008 20081 8 ]	؛	≡9 ]2008 20087 2 ]	؛	≡9 ]2008 20083 6 ]	؛	≡9 ]2008 20085 4 9≡.			
]إذن	 ]2008 20081 8 9− ]	؛	≡ ]2008 20087 2 9− ]	؛	≡ ]2008 20083 6 9− ]	؛	≡ ]2008 20085 4 9− ≡.			

2008:																			وبالتالي	 2008 2008 20081 2 3 4− + −		
	[ ]2008 2008 2008 20085 6 7 8 0 9+ − + − ≡		

]،		nن	أجل	كل	عدد	طبيعيم ]2 14 0 4n + 2؛	≡ 12 2 4n n+ = ]	ومنه	× ]2 12 0 4n + ]؛	≡ ]3 1 4≡ 	ومنه	−

[ ]2 1 2 13 1 4n n+ +≡ ]	أي	− ]2 1 2 11 3 0 4n n+ ++ 			؛≡

]وبالتالي	 ]2 1 2 1 2 1 2 11 2 3 4 0 4n n n n+ + + ++ + + ≡.			
]	إذن	9	ِ�ـ	وهو	مضاعف	18	هو	7254مجموع	أرقام	العدد	 ]7254 0 ]	ومنه	≡9 ]7254 0 9n ≡.			

]	زوجي	إذن	3532العدد	 ]3532 0 ]	ومنه	≡2 ]3532 0 2n ≡.			

[ ]1785 0 ]	ومنه	≡5 ]1785 0 5n ≡.			

[ ]51502 0 ]	ومنه	≡11 ]51502 0 11n ≡.			
1	([ ]3286 6 ]	ومنه≡10 ]374 3743286 6 n	كل		ولدينا	من	أجل≡10 ∗∈ ℕ	[ ]6 6 10n ≡			

]إذن	 ]3746 6 ]	وبالتالي	≡10 ]3743286 6 10≡.			

2	([ ]76 4 nولدينا	من	أجل	كل≡12 ∗∈ ℕ،[ ]4 4 12n ≡		
]إذن	 ]7844 4 ]	وبالتالي	≡12 ]78476 4 12≡.			

23,	عددا	طبيعيا	nليكن	)	1 9n n=و	[ ]9 2 ]إذن		≡7 ]9 2 7n n≡	ومنه	[ ]23 2 7n n≡.			

],وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي		 ]23 2 0 7n n− ≡.			
3	فيكون3	ليس	مضاعفا	لِـ	n	وبفرض2	و1	,	0	هي3	علىnبواقي	قسمة	العدد)	2 1n p= 3	أو+ 2n p= 	مع	+

p ∈ ℕ.		
3إذا	كان 1n p= +,2 6 2 3 12 2 1 2 2 1n n p p+ ++ + = + +			

2 22 2 1 4 8 2 8 1n n p p+ + = × + × ]لدينا		.	+ ]8 1 p	ومنه	من	أجل	كل	≡7 ∈ ℕ,	[ ]8 1 7p ]	و≡ ]28 1 7p ≡.			

]وبالتالي	 ]22 2 1 7 7n n+ + ]	أي≡ ]22 2 1 0 7n n+ + ≡		
3إذا	كان 2n p= +,2 6 4 3 22 2 1 2 2 1n n p p+ ++ + = + +			

2 2 12 2 1 2 8 4 8 1n n p p++ + = × + × pجل	كل	لدينا	من	أ	.	+ ∈ ℕ,	[ ]8 1 7p ]	و≡ ]2 18 1 7p + ≡.	��

]وبالتالي	 ]22 2 1 7 7n n+ + ]	أي≡ ]22 2 1 0 7n n+ + ≡		
		.	عددا	طبيعيا	nليكن	

1	(33 ]	ومنه	=27 ]33 2 ]	إذن	≡5 ]33 2 5n n≡	ومنه	[ ]3 23 9 2 5n n+ ≡ ]	إذن	× ]3 23 4 2 5n n+ ≡ ×		
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42 16 2n n+ = ]	؛	× ]16 1 ]	إذن	≡5 ]42 2 5n n+ ≡.			

[ ]3 2 43 2 4 2 2 5n n n n+ ++ ≡ × ]	أي	+ ]3 2 43 2 5 2 5n n n+ ++ ≡ ]	ومنه× ]3 2 43 2 0 5n n+ ++ ≡.		
2	([ ]33 2 5n n≡	ومنه	[ ]33 3 3 2 5n n× ≡ ×			

12 2 2n n+ = ]	إذن	× ]3 1 13 2 3 2 2 2 5n n n n+ ++ ≡ × + ×			

]أي ]3 1 13 2 5 2 5n n n+ ++ ≡ ]	ومنه× ]3 1 13 2 0 5n n+ ++ ≡			

[ ]10 1 ]	و≡9 ]9 0 n	ومنه	من	أجل	كل	≡9 ∈ ℕ	،[ ]10 1 9n ]	و≡ ]9 0 9n ≡		
)إذن	 ) [ ]9 1 10 1 1 1 1 9nn − + ≡ − × ]	أي	+ ]0 9α ≡.		

		.	عددا	طبيعيا	nليكن		
1	(62 ]	و=64 ]64 13 ]	إذن	≡17 ]62 13 ]	ومنه	≡17 ]62 13 17n n≡	وبالتالي	[ ]6 32 8 13 17n n+ ≡ ×		

43 ]	و=81 ]81 13 ]	إذن	≡17 ]43 13 ]	ومنه	≡17 ]43 13 17n n≡	وبالتالي	[ ]4 23 9 13 17n n+ ≡ ×.			

[ ]6 3 4 22 3 8 13 9 13 17n n n n+ ++ ≡ × + ]	ومنه	× ]6 3 4 22 3 17 13 17n n n+ ++ ≡ ]	إذن	× ]6 3 4 22 3 0 17n n+ ++ ≡.			

2	(( )5 52 2 32
nn n= ]	و= ]32 3 ]	إذن	≡29 ]52 3 29n n≡	ومنه	[ ]5 12 2 3 29n n+ ≡ ×.			
33 27 3n n+ = ]	إذن	× ]5 1 32 3 2 3 27 3 29n n n n+ ++ ≡ × + ]	ومنه	× ]5 1 32 3 29 3 29n n n+ ++ ≡ 	إذن	×

[ ]5 1 32 3 0 29n n+ ++ ≡.		
			.16ي	الأعداد	الطبيعية	الفردية	الأصغر	تماما	من		ه16	فرديا	فإن	البواقي	الممكنة	لقسمته	على	nإذا	كان	)	1
]إذا	كان	 ]1 16n ]	فإن	≡ ]4 1 16n ≡.		
]إذا	كان	 ]3 16n ]	فإن	≡ ]4 43 16n ]ومنه	≡ ]4 1 16n ≡.		

]إذا	كان	 ]5 16n )	فإن	≡ ) [ ]22 9 16n ≡ ]	ومنه	− ]2 1 16n ]	وبالتالي	≡ ]4 1 16n ≡.		

]إذا	كان	 ]7 16n ]	فإن	≡ ]2 27 16n ]	أي≡ ]2 1 16n ]	وبالتالي	≡ ]4 1 16n ≡.		
]إذا	كان	 ]9 16n ]	فإن≡ ]2 1 16n ]	ومنه	≡ ]4 1 16n ≡.		

]إذا	كان	 ]11 16n )	فإن≡ ) [ ]22 5 16n ≡ ]	ومنه	− ]2 9 16n ]	وبالتالي	≡ ]4 29 16n ]إذن≡ ]2 1 16n ≡.			

]إذا	كان	 ]13 16n ]	فإن≡ ]3 16n ≡ )	ومنه	− ) [ ]44 3 16n ≡ ]	ومنه	− ]4 1 16n ≡		
]إذا	كان	 ]15 16n ]	فإن≡ ]1 16n ≡ ]ومنه	− ]4 1 16n ≡		

		4	و3	,	2	,1	,	0	هي	5	على	nبواقي	قسمة	)	2
}	ينتمي	إلى	rليكن	 ]	بوضع	1,2,3,4{ ]5n r≡	أن	معناه	n	للعدد	مضاعفا	ليس	5	يكون	وبالتالي	[ ]4 4 5n r≡		
]ولدينا	 ]41 1 5≡	,[ ]42 1 5≡	,	[ ]43 1 5≡,[ ]44 1 5≡		

}إذن	من	أجل	كل	 }1,2,3, 4r ∈	[ ]4 1 5r ]لتالي		وبا≡ ]4 1 5n ≡.			
أ�ـ��� 26  [ ]5  4 3 2 1 0 x ≡  

  [ ]5  3 1 4 2 0 2x ≡  

]ب�ـ� ]2 3 5x ]	معناه	≡ ]4 5x ≡.	��

27  [ ]7  6 5 4 3 2 1 0 n ≡  

  [ ]7  6 6 1 6 1 1 0 3n ≡  

   5 2 3 0 1 5 5 3 2n n+ − ≡  

25 

22 

23 



[ ]3 2 0 7n n+ − ]	معناه	≡ ]3 7n ≡.			
28 1(  6 5 4 3 2 1 0 n  

  1 5 7 8 4 2 1 
nr  

]لدينا	)	2 ]62 1 ]،		p	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡9 ]62 1 9p ≡	.		

]ومنه	 ]62 9p k
kr

+ }	مع	≡ }1,2,3,4,5k ∈		
6nومنه	إذا	كان	 p=	فإن	0 1nr r= =.			

6إذا	كان	 1n p= 1	فإن	+ 2nr r= =.			
6إذا	كان	 2n p= 2	فإن	+ 4nr r= =	.			
6إذا	كان	 3n p= 3	فإن	+ 8nr r= =.			
6إذا	كان	 4n p= 4	فإن	+ 7nr r= =.			
6إذا	كان	 5n p= 5	فإن	+ 5nr r= =.			

3	([ ]65 2 ]	,	n	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡9 ]65 2 9n n≡	ولدينا	[ ]2 9n
nr≡	إذن	[ ]65 9n

nr≡.			
2011 6 335 1= × 2011	ومنه	+ 1 2r r= ]	إذن	= ]201165 2 9≡		

]	أ�ـ ]54 1 11≡.			

]	ب�ـ ]37 4 ]	ومنه≡11 ]5 537 4 ]	إذن≡11 ]537 1 k	ومنه	من	أجل	كل	عدد	≡11 ∈ ℕ	،	[ ]537 1 11k 	؛	≡

[ ]5 137 4 11k + ]	؛≡ ]5 237 5 11k + ]	؛≡ ]5 337 9 11k + ]	و≡ ]5 437 3 11k + ≡.			
2 3x y=	ومنه	[ ]2 0 3x ]	أي	≡ ]4 0 3x ]	وهذا	معناه	≡ ]0 3x 3x	أي	≡ k=	مع	k ∈ ℤ.			

)وبالتعويض	نجد	 )2 3 3k y=	أي	2y k=	ومنه	( ) ( ), 3 ,2x y k k=	مع	k ∈ ℤ.			
2 5 1x y− 2ه		معنا= 5 1x y= ]	إذن	+ ]2 1 5x ]	وهذا	معناه≡ ]6 3 5x ]	أي	≡ ]3 5x 5	إذن	≡ 3x k= +	

kمع	 ∈ ℤ	نجد	وبالتعويض	10 6 5 1k y+ = 5	أي+ 10 5y k= 2	أي+ 1y k= +			
)ومنه	 ) ( ), 5 3, 2 1x y k k= + k	مع	+ ∈ ℤ.			

]	أ�ـ ]
[ ]

3 5

1 6

x

x

 ≡
 ≡

	معناه	
5 3

6 1

x

x

α
β

= +
 = +

5	إذن	 6 2α β− = 5	ومنه	− 6 2α β= ]	ومنه	− ]5 2 6α ≡ 	وهذا	يعني	−

[ ]2 6α− ≡ ]	أي	− ]2 6α 6	ويعني	≡ 2kα = k	مع	+ ∈ ℤ	نجد	وبالتعويض	( )5 6 2 6 2k β+ = −		
6أي	 30 12kβ = 5	ومعناه	+ 2kβ = 5إذن		.	+ 3 30 13x kα= + = k	مع	+ ∈ ℤ.			

]	ب�ـ ]
[ ]

2 2 4

4 1 3

x

x

 ≡
 ≡

]	معناه	 ]
[ ]

1 2

1 3

x

x

 ≡
 ≡

]	معناه	 ]
[ ]

3 3 6

2 2 6

x

x

 ≡
 ≡

]	ومنه	 ]1 6x ≡.			

��ا
"!�اد��ـ�2

12734a =		
4 3 210 2 10 7 10 3 10 4a = + × + × + × +		

5723b 3	؛	= 25 10 7 10 2 10 3b = × + × + × +		
503019c 5	؛	= 35 10 3 10 10 9c = × + +× + +.			
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2234 2 6 3 6 4a = = × + × 4	؛	+ 31523 6 5 6 2 6 3b = = + × + × 	؛	+
5 3503012 5 6 3 6 6 2c = = × + × + +.			

3 27 2 7 3 7 5 1235a = + × + × + =.		25 7 2 7 520b = × + × 36	؛	= 7 2 7 1 6021c = × + × + =.		
5 34 2 3 40213aN a a a= + + + =.		

7xأ	ـ	 7x	ومنه	أصغر	قيمة	هي	≤ =.			
3ب	ـ	 22306 2 7 3 7 0 7 6= × + × + × 3	و+ 21035 7 0 7 3 7 5= + × + × +		

2 1 2 0 10= × + =	،	24 1 2 0 2 0 100= × + × + =	،	27 1 2 1 2 1 111= × + × + =،			
533 1 2 1 10001= × + =.		

6 5 3 22 2 2 2 1 109n = + + + + 22	؛	= 4n x x= + +.			

22إذن	 4 109x x+ + 22	معناه	= 105 0x x+ − 7x	ومعناه	= =	،	15

2
x = 			.7إذن	الأساس		.	−

2003 21 43= 5x	معناه	× )	و≤ )( )32 3 2 1 4 3x x x+ = + 5x	أي	+ 3	و≤ 22 8 10 0x x x− − =		
22ومعناه	 8 10 0x x− − 10x	أي	= =.			
411	أ�ـ 15 23= )	معناه	× ) ( )24 1 5 2 3x x x x+ + = + +		

22أي	 12 14 0x x− − 2	ومعناه	= 6 7 0x x− − 1x	أي	= = 7x	أو	− 7x	إذن	الأساس	هو	= =.			
21	ـب� 14 324× )	معناه	= ) ( ) 22 1 4 3 2 4a a a a+ + = + 2	ومعناه	+ 7 0a a− 7a	إذن	= =.			
2888	�ـ�ـ 412 31= )	معناه	× )( )22888 4 2 3 1x x x= + + 3	ومعناه	+ 212 7 7 2886x x x+ + =		

5xلدينا	 5x	إذا	كان	≤ ]	فإن	= ]3 212 7 7 0 5x x x+ + ]	بينما	≡ ]2886 1 5x	إذن	≡5 ≠.		
3:	ولدينا	 212 6 7 6 7 6 2886× + × + × 6x	إذن	الأساس	= =.			
2	أ�ـ 6 2 7 7 6 3x x x x+ + = + + 7x	مع	+ 2	معناه	< 7 8 0x x− − 8x	ومعناه	= =.			

)	ب�ـ )( )77 63 7 8 7 6 8 3 3213× = × + × + =		
)�ـ�ـ� )( )3213 8 401 5 8 8 8 6 2 1 5= × + = × + + +		

3 23213 6 8 2 8 8 5 6215= × + × + + =.		
12	أ�ـ 23 276× =.		( )( ) 22 2 3 2 7 6a a a a+ + = + 7a	وهذا	صحيح	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	+ >.				

541	ب�ـ 22 32= )	معناه	× ) ( )25 4 1 2 2 3 2x x x x+ + = + 2	ومعناه	+ 6 3 0x x+ + 3	أي	= 6x = − +	
3أو 6x = − 541ه		إذن	لا	يوجد	أي	أساس	يكتب	في− 22 32= ×		

3 210 1 2 0 2 1 2 0 1010= × + × + × + 6	؛	= 5 2100 64 32 4 2 2 2= + + = + 100	أي	+ 1100101=		

( )( )( )72881 12 12 12 12 3 6 2 1 5= × × + + + 4	ومنه+ 3 272881 3 12 6 12 2 12 1 12 5= × + × + × + × +	

72881إذن	 		12	في	الأساس	=36215
5 67 72881 7< 5	ولدينا	> 4 3 272881 4 7 2 7 2 7 3 7 2 7 4= × + × + × + × + × 72881أي	+ 422324=		

3 23752 3 8 7 8 5 8 2 2026= × + × + × + =.			
3 26175 6 9 1 9 7 9 5= × + × + × +	،	6175 3:		لدينا	=4523 412 4523 12< 	ومنه	>

3 24523 2 12 7 12 4 12 11= × + × + × 4523	إذن	+ 274α=	حيث	11α =.			
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2234 2 5 3 5 4= × + × )	أي	+ ) ( )2
234 2 7 2 3 7 2 4= × − + × − 2234	؛	+ 2 7 3 7 50= × + × −		

2234 1 7 2 7 6 126= × + × + =			
( )331040 5 4 5 7 2 20= + × = − 3	؛	+ 21040 7 6 7 12 7 12= − × + × 21040	؛	+ 2 7 6 7 5 265= × + × + =		

1 0 10a a= × + =	،	2 21 0 0 100a a a= × + × + 3	و= 3 21 0 0 0 1000a a a a= × + × + × + =.			
1	يكتب	في	النظام	ذي	الأساس	العشري	كما	يلي	Aنفرض	أن 0...n nA a a a−=	حيث	0 9ia≤ ≤.			

1ومنه	

1 010 10 ...n n
n nA a a a−

−= + + n	ولدينا	من	أجل	كل	+ ∈ ℕ	[ ]10 1 3n وبالتالي		≡

[ ]1 0... 3n nA a a a−≡ + + ]	أي	+ ]3A S≡	إذن	[ ]0 3A ]	معناه	≡ ]0 3S ≡.			
1نضع	 0...n nx a a a−=؛		0 1... ny a a a=	؛	[ ]1 0... 9n nx a a a−≡ + + ]	و+ ]0 1 ... 9ny a a a≡ + + +		

]ومنه	 ]0 9x y− ≡.	��

53 1(  3 2 1 0 + 

  3 2 1 0 0 

  10 3 2 1 1 

  11 10 3 2 2 

  12 11 10 3 3 

4 1 4 0 10= × + =	،	3 3 1 4 2 12+ = × + =	.		

2				(

1 1 1

3223

132

10021

+

=

3223إذن						 132 10021+ =.	��

54 1(  3 2 1 0 × 

  0 0 0 0 0 

  3 2 1 0 1 

  12 10 2 0 2 

  21 12 3 0 3 

3 3 2 4 1 21× = × + =�،�3 3 1 4 2 12+ = × + =.���

2����(

2 2 2

3223

123

23001

13112 .

3223. .

1203021

×

�3223إذن� 123 1203021× =��

�����	
3421

230

4201

+	،		
431

132

244

−	،	

213

14

1412

213.

4042

×
.			
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39 7

213

400

β

α
+		،		

400

39 7

213

α
β−		،		

27

41

27

104.

1067

×
.			

��تمارين�للتعمق
���ℤ\��ا
�2ا\.�ت�ـ�1

]أ�ـ� ]02 1 10≡،	[ ]2 2 10≡	،	[ ]22 4 10≡	،	[ ]32 8 10≡	،	[ ]42 6 10≡	،	[ ]52 2 10≡	.			

nلدينا	من	أجل	كل	 ∗∈ ℕ	،	[ ]6 6 10n 		)اجعبالتر	(≡
	[ ]42 6 pإذن	من	أجل	كل≡10 ∈ ℕ	،	[ ]42 6 10p p≡		

]إذن	 ]4 4 42 6 10p + ]	ومنه	≡ ]4 42 6 10p + ]	وعليه	≡ ]4 12 2 10p + ]	؛	≡ ]4 22 4 10p + ]	؛	≡ ]4 32 8 10p + ≡��

			.10افق	رقم	آحاده	بترديد	كل	عدد	طبيعي	يوب�ـ�
0nإذا	كان	 02	فإن	= 			وهو	رقم	آحاده=1
4nإذا	كان	 k=مع	k ∗∈ ℕ	آحاد	رقم	فإن	2n	هو	6.			
4إذا	كان	 1n k= k	مع+ ∈ ℕآحاد	رقم	فإن	2nهو	2.		
4إذا	كان	 2n k= k	مع+ ∈ ℕآحاد	رقم	فإن	2nهو	4.		
4إذا	كان	 3n k= k	مع+ ∈ ℕآحاد	رقم	فإن	2nهو	8.		

]	4ـ�ـ ]9 31 9 313548 2534 8 4 10× ≡ ×		
]أي	 ]9 31 27 623548 2534 2 2 10× ≡ ×.		

[ ]9 31 893548 2534 2 10× 89	ولدينا	≡ 4 22 1= × 			؛+

]إذن	 ]892 2 ]	ومنه	≡10 ]9 313548 2534 2 10× ≡		
9إذن	رقم	آحاد 313548 		.2	هو	×2534

251 ]ومنه	=2601 ]251 1 )إذن	=100 ) [ ]1004
251 1 ]	أي	=100 ]200851 1 100≡		

			.0	وما	قبله	1إذن	الرقم	الأخير	هو	
]	لدينا	إماaلكل	عدد	صحيح	 ]1 3a ≡ ]	وإما	− ]0 3a ]	وإما	≡ ]1 3a ≡.		

]إذا	كان ]0 3x ]أو≡ ]0 3y )فإن≡ ) [ ]2 2 0 3xy x y− ≡		

]إذا	كان	 ]
[ ]

1 3

1 3

x

y

 ≡
 ≡

]	أو ]
[ ]

1 3

1 3

x

y

 ≡ −
 ≡ −

]	أو ]
[ ]

1 3

1 3

x

y

 ≡
 ≡ −

]	أو ]
[ ]
1 3

1 3

x

y

 ≡ −
 ≡

]فإن ]
[ ]

2

2

1 3

1 3

x

y

 ≡
 ≡

]	ومنه ]2 2 0 3x y− ≡		

)إذن	 ) [ ]2 2 0 3xy x y− ≡.		

( )33 23 3 1 8 1 8n n n n+ + + − = + −		

[ ]3 23 3 7 0 8n n n+ + − )معناه	≡ ) [ ]3
1 0 8n + ≡��

[ ]8  7 6 5 4 3 2 1 0 n ≡  
[ ]8  0 7 6 5 4 3 2 1 1n + ≡  
[ ]8  0 7 0 5 0 3 0 1 ( )3

1n + ≡  
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]إذن	 ]3 23 3 7 0 8n n n+ + − ]	معناه	≡ ]1 8n ]	أو≡ ]3 8n ]	أو≡ ]5 8n ]	أو≡ ]7 8n ≡.			

]أ	ـ	 ]62 1 p	ومنه	من	أجل	كل	≡9 ∈ ℕ	،	[ ]62 1 9p ]	أي	≡ ]62 1 0 9p − 6n	معناه	≡ p=.		

6nب	ـ	إذا	كان	 p=	فإن	( )2
32 1 2 1

pnA = − = 28	أي	− 1pA = 			ولدينا	−

)نضع	 )( )2 21 4N n n= − −		
[ ]5  4 3 2 1 0 n ≡  

[ ]5  1 4 4 1 0 2n ≡  

[ ]5  0 3 3 0 4 2 1n − ≡  

[ ]5  2 0 0 2 1 2 4n − ≡  

[ ]5  0 0 0 0 4 N ≡  

]منه	إذا	كان	و ]0 5n ]	فإن	≡ ]0 5N ≡		
( )( )2 1 7 1N n n n= + +��

[ ]6  5 4 3 2 1 0 n ≡  
[ ]6  5 3 1 5 3 1 2 1n + ≡  
[ ]6  0 5 4 3 2 1 7 1n + ≡  
[ ]6  0 0 0 0 0 0 N ≡  

2	أ�ـ 1A n n= − +��
[ ]7  6 5 4 3 2 1 0 n ≡  
[ ]7  1 3 2 2 4 1 0 2n ≡  
[ ]7  3 6 6 0 3 1 1 A  

]ب�ـ� ]0 7A ]	معناه	≡ ]3 7n ≡.		
22753	نضع	4ـ�ـ 2753 1B = − 2753n؛	نعتبر	+ ]	ومنه	= ]2 7n ]		إذن	≡ ]3 7A ]	وبالتالي	≡ ]3 7B ≡.		

3 22 2A n n= − +		
[ ]7  6 5 4 3 2 1 0 n ≡  
[ ]7  1 4 2 2 4 1 0 2n ≡  
[ ]7  6 6 1 6 1 1 0 3n ≡  
[ ]7  5 5 2 5 2 2 0 32n ≡  
[ ]7  6 3 2 5 0 3 2 A  

[ ]3 22 2 0 7n n− + ]ناه		مع≡ ]2 7n ≡		

]أ�ـ� ]34 1 n	ومنه	من	أجل	كل	≡7 ∈ ℕ	،	[ ]34 1 7n ]	وعليه	≡ ]3 14 4 7n + ]	؛	≡ ]3 24 2 7n + ≡.			
3	نضع	ب�ـ 2851 851 851 2n n n N+ + + =		
[ ]851 4 n	ومنه	من	أجل	كل	≡7 ∈ ℕ	،	[ ]3 3851 4 7n n≡	أي	[ ]3851 1 7n :		ويصبح	لدينا	≡

[ ]24 4 3 7n nN ≡ + )		أي	+ ) [ ]4 4 1 3 7n nN ≡ + +��

[ ]3  2 1 0 n ≡  

[ ]7  2 4 1 4n ≡  

[ ]7  3 5 2 4 1n + ≡ 

[ ]7  1 2 5 N ≡  

]أ�ـ� ]37 1 ∋	ومنه	من	أجل	كل	≡9 ℕk	،	[ ]37 1 9≡k	وعليه	[ ]3 17 7 9+ ≡k	؛	[ ]3 27 4 9+ ≡k.			
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7	نضع	ب�ـ 3 1+ − =n n A		
n=3إذا	كان	 k	فإن	37 9 1= + −kA k	ومنه	[ ]1 0 1 9≡ + −A	أي	[ ]0 9≡A.			

3إذا	كان	 1= +n k	فإن	3 17 9 2+= + +kA k	ومنه	[ ]7 0 2 9≡ + +A	أي	[ ]0 9≡A.			
3إذا	كان	 2= +n k	فإن	3 27 9 5+= + +kA k	ومنه	[ ]4 0 5 9≡ + +A	أي	[ ]0 9≡A.			
71 [ ]8  7 6 5 4 3 2 1 0 x ≡  

 [ ]8  5 2 7 4 1 6 3 0 3x ≡  

[ ]3 7 8x ]	معناه	≡ ]5 8x ≡.			

[ ]28 16 3x ]	معناه	≡ ]22 1 3x ≡.			

]	ومنه	2	،	1	،	0	هي	3	على	xالبواقي	الممكنة	لكل	عدد	صحيح	 ]2 0 3x ]	أو≡ ]2 1 3x ]	وبالتالي	≡ ]22 0 3x ≡	
]أو ]22 2 3x ≡			

]	يكون	إما	xإذن	من	أجل	كل	عدد	صحيح	 ]22 0 3x ]	وإما	≡ ]22 2 3x 	يحقق	xوبالتالي	لا	يوجد	أي	عدد	صحيح	≡

[ ]22 1 3x ≡.		
]	أ�ـ ]32 1 k	ومنه	من	أجل	كل	≡7 ∈ ℕ	،	[ ]32 1 7k ]	وبالتالي	≡ ]3 12 2 7k + ≡	،	[ ]3 22 4 7k + ≡���

[ ]63 1 k	ومنه	من	أجل	كل	≡7 ∈ ℕ	،	[ ]63 1 7k ]	وبالتالي	≡ ]6 13 3 7k + ≡	،	[ ]6 23 2 7k + ≡	،	[ ]6 33 6 7k + ≡	،	

[ ]6 43 4 7k + ]	و	≡ ]6 53 5 7k + ≡.			
] ب�ـ� ]6  5 4 3 2 1 0 n ≡  
 [ ]7  4 2 1 4 2 1 2n ≡  
 [ ]7  5 4 6 2 3 1 3n ≡  

 [ ]7  2 6 0 6 5 2 2 3n n+ ≡  

[ ]2 3 0 7x x+ ]	معناه	≡ ]3 6x ≡.			

[ ]53 1 11≡	،	[ ]55 1 11≡.			

[ ]5 3 6 0 11x x− + ]	معناه	≡ ]5 3 5 11x x− ≡��

 [ ]5  4 3 2 1 0 x ≡  
 [ ]11  9 4 3 5 1 5x ≡  

 [ ]11  4 5 9 3 1 3x ≡  

 [ ]11  5 10 5 2 0 5 3x x− ≡  

[ ]5 3 5 11x x− ]	معناه	≡ ]2 5x ]	أو	≡ ]4 5x ≡.			
75� ] أ�ـ  ]5  4 3 2 1 0 x ≡  

  [ ]5  1 4 4 1 0 2 ≡x  

2ب�ـ� 25 3− =x y	معناه	2 25 3= +x y	الثنائية	تكون	لكي	إذن	( ),x y	للمعادلة	حلا	2 25 3= +x y	أن	يجب	

]يكون	 ]2 3 5≡x	ممكن	غير	وهذا	.		
] أ�ـ 76 ]7  6 5 4 3 2 1 0 y ≡  

  [ ]7  6 1 1 6 1 1 0 3y ≡  
  [ ]7  5 2 2 5 2 2 0 32y ≡  
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2ب�ـ� 37 2 3x y+ 3	معناه	= 22 7 3= − +y x	الثنائية	كانت	إذا	،( ),x y	للمعادلة	حلا	3 22 7 3= − +y x	فإن	

[ ]32 3 7≡y	المعادلة	إذن	ممكن	غير	وهذا	2 37 2 3x y+ 		.	لا	تقبل	حلا	=
]	زوجيا	فإن	xإذا	كان)	1 ]3 1 8≡xكان	وإذا	x	فإن	فرديا	[ ]3 3 8≡x.			
2(  [ ]8  7 6 5 4 3 2 1 y  

 [ ]8  1 4 1 0 1 4 1 2y  

]	فرديا	فإن	xإذا	كان)	3 ]3 3 8≡x	ومنه	[ ]2 8 3 8+ ≡y	إذن	[ ]2 3 8≡y	ممكن	غير	وهذا	.		
4	(2x n=	؛	( ) ( )2 23 3 3− = − +n n ny y y	إذن	،	( ) ( )8 3 3= − +n ny y	ومنه	( )3 +n y	للعدد	8قاسم.			

3إذن	 8+ ≤n y	أن	بما	y	فإن	طبيعي	عدد	3 8≤n.			
5	(3 8≤n	إذن	0=n	أو	1=n	ولدينا	2 23 8= −ny	إذن	2 1 8 7= − = −y	أو	2 9 8 1= − =y		

2	ولدينا	y=1وبالتالي	 2= =x n	هي	المعادلة	تحقق	التي	الوحيدة	الثنائية	وبالتالي	( )2,1.		
]	أوليا	فإن	p	وإذا	كان	2	و1	،	0	هي	3	على	pبواقي	قسمة	كل	عدد	طبيعي	)	1 ]1 3≡pأو	[ ]2 3≡p		

]إذن	 ]1 3≡pأو	[ ]1 3≡ −p.			
2	(p	على	القسمة	يقبل	لا	إذن	أولي	طبيعي	عدد	2	طبيعي	عدد	يوجد	ومنه	فردي	هو	إذن	k	يكون	حيث	2 1= +p k	

2أي	 24 4 1= + +p k k	ويكافئ	( )2 1 4 1p k k− = +		

( )( )4 2 21 1 1= − = − +n p p p		

( )2 2 21 4 4 2 2 2 2 1+ = + + = + +p k k k k	إذن	2 1 2α+ =p	مع	α ∈ ℕ.			

( )1+k k	إذن	زوجي	عدد	هو	( )1 2β+ =k k	مع	β ∈ ℕومنه	2 1 8β− =p.			
)وبالتالي	 )( )2 21 1 16αβ= − + =n p p.		

3(  [ ]5  4 3 2 1 p  

 [ ]5  1 1 1 1 4p  

 [ ]5  0 0 0 0 4 1p −  

]�أ�ـ�)1 ]999 0 ]	ومنه≡111 ]1000 1 ]	،	n	إذن	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡111 ]1000 111n n≡.			
111	ب�ـ 111 111 000 111= 111n	بوضع	+ ]	نحصل	على	= ]0 111n ]	و≡ ]1000 111n n≡	ومنه	

[ ]1000 0 111n ]	إذن	≡ ]1000 0 111n n+ ≡.			
100 010 001 1000 10000 1= 100	؛	+ 010 001 1000 00000 10000 1= + +		

( )100 010 001 1000 1000 100 10 1= × + +		

[ ]1000 100 10 100 10 111× + ≡ )	ومنه	+ ) [ ]1000 1000 100 10 110 111× + 	إذن	≡

( ) [ ]1000 1000 100 10 1 111 111× + + )؛	≡ ) [ ]1000 1000 100 10 1 0 111× + + ]؛	≡ ]100 010 001 0 111≡.			
100 010 000 001α =.			

100 010 000 000 1α = )؛	+ )21000 100 0 100 10 1α = × + ]إذن+ ]100 10 1 111α ≡ + ]	أي+ ]0 111α ≡.		
2	([ ]99999 0 11 ]ه		ومن≡111 ]100000 1 11 100000nنضع	.	≡111 =		

1 001 001 001 001β 1	؛	= 001 001 000 000 1000 1β = + )؛	+ )1 001 000 0 10 1000 1nβ = + + 	؛	+
( )1 000 000 0 1 000 0 10 1000 1nβ = + + + +		
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( )1 00 1 000 0 10 1000 1n nβ = + + + +		

[ ]10110 1001 11 111β ≡ ]؛+ ]11111 11 111β ≡	،	[ ]0 11 111β ≡.		
1	(8 2a k= 104	؛	+ 'a k r= 104	ومنه	+ ' 8 2k r k+ = )	أي	+ )8 13 ' 2r k k= − ]	إذن	+ ]2 8r ≡		

8	ب�ـ 2r α= α	مع	+ ∈ ℕو	8 2 104α + 102	أي	>

8
α 12α	؛	> <	.		

2	(13 3a k= 104	؛	+ 'a k r= 104	ومنه	+ ' 13 3k r k+ = )	أي	+ )13 8 ' 3r k k= − ]	إذن	+ ]3 13r ≡.			

13	ـ	ب 3r β= β	مع	+ ∈ ℕو	13 3 104β + 101	أي	>

13
β 7β	؛	> <.		

}	فرديا	إذن	βيجب	أن	يكون	)	2	عدد	زوجي	إذن	من	rنلاحظ	أن	)	1من	)	3 }16, 42,68,94r ∈		

2ولكن	يجب	أن	يكون	

8

r − ∈ ℕ	هي	تحقق	التي	الوحيدة	والقيمة	42r =.		

1	([ ]5 5 11≡	,	[ ]25 3 11≡	,	[ ]35 4 11≡	,	[ ]45 9 11≡	,	[ ]55 1 11≡.			

2	([ ]55 1 ]	,	p	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡11 ]55 1 11p ≡.			
}وإذا	كان	 }1,2,3, 4k ]	فإن	∋ ]55 5 5 11k p k× ]	أي	≡ ]55 5 11p k k+ ≡.			

]ومنه	 ]5 15 5 11p + ≡	,	[ ]5 2 25 5 11p + ≡	,[ ]5 3 35 5 11p + ≡	,[ ]5 4 45 5 11p + ≡.		

]إذن	 ]5 15 5 11p + ≡	,	[ ]5 25 3 11p + ≡	,[ ]5 35 4 11p + ≡	,[ ]5 45 9 11p + ≡.		
3	(1428 5 245 3= × +	,	2008 5 401 3= × )	ومنه	+ )[ ]2008 14285 5 4 4 11− ≡ ]أي− ]2008 14285 5 0 11− ≡.		

1	([ ]3 3 7≡	,	[ ]23 2 7≡	,	[ ]33 6 7≡	,	[ ]43 4 7≡	,	[ ]53 5 ]	و	≡7 ]63 1 7≡.			
2	([ ]63 1 ]	,	p	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡7 ]63 1 7P ≡		

}وإذا	كان	 }1,2,3,4,5k ]	فإن	∋ ]63 3 3 7k P k× ]	أي	≡ ]63 3 7P k k+ ≡	.		
]ومنه	 ]6 13 3 7P + ≡,	[ ]6 23 2 7P + ≡,	[ ]6 33 6 7P + ≡	,[ ]6 43 4 7P + ≡	,	[ ]6 53 5 7P + ≡.			

3	(1988 6 331 2= × ]	ومنه	+ ]19883 2 7≡.			

[ ]10 3 ]	ومنه	≡7 ]1408 140810 3 1408	ولدينا	≡7 6 234 4= × ]	إذن	+ ]14083 4 ]	وبالتالي	≡7 ]140810 4 7≡.		

[ ]9 2 ]	,	n	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡7 ]3 2 3 29 2 7n n+ +≡.			
3ولدينا	 2 32 4 2 4 8n n n+ = × = ]	,	n	ومن	أجل	كل	عدد	طبيعي	× ]4 8 4 1 7n× ≡ ]	إذن	× ]3 29 4 7n + ≡		

)الاستنتاج	 )[ ]1988 1408 3 23 10 9 2 4 4 7n ++ + ≡ + ]	ومنه	+ ]1988 1408 3 23 10 9 10 7n ++ + 	إذن	≡

[ ]1988 1408 3 23 10 9 3 7n ++ + ≡.		
)قليدية	للعدد	إذن	باقي	القسمة	الأ )1988 1408 3 23 10 9 n ++ 		.3	هو	7	على	+

1	([ ]2 2 5≡	,	[ ]22 4 5≡	,	[ ]32 3 5≡	,	[ ]42 1 5≡.		
]:	الاستنتاجات	 ]42 1 ]	,	p	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡5 ]42 1 5p ≡		

]إذن	 ]4 12 2 5p + ≡	,	[ ]4 22 4 5p + ≡	,	[ ]4 32 3 5p + ≡.			

[ ]3 2 5≡ ]	,	p	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	− ]4 43 2 5p p≡	أي	[ ]43 1 5p ≡		
]وبالتالي	 ]4 13 3 5p + ≡	,	[ ]4 23 9 5p + ]	ومنه	≡ ]4 23 4 5p + ≡	,	[ ]4 33 27 5p + ]	ومنه≡ ]4 33 2 5p + ≡.	��
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p ∈ ℕ  4 3p +  4 2p +  4 1p +  4p  n =  

[ ]5  3  4  2  1 2n ≡  

[ ]5  2  4  3  1 3n ≡  

2	(14 4 3 2= × ]	إذن		+ ]142 4 5≡.		
10 4 2 2= × ]	إذن		+ ]103 4 5≡.			

3	([ ]4 1 42 3 2 2 3 1 5n n+× − ≡ × ]	ومنه	− ]4 1 42 3 2 5 5n n+× − ≡			

]بما	أن			 ]5 0 ]	فإن	≡5 ]4 1 42 3 2 0 5n n+× − ≡.			
1	([ ]5 2 7≡ ]	ومنه	− ]35 8 7≡ ]	أي	− ]35 1 7≡ ]	إذن	− ]65 1 7≡		

],kوبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	 ]65 1 7k ≡			

]:	ويكون	لدينا	 ]6 15 5 7k + ≡		

[ ]6 25 25 7k + ]	أي	≡ ]6 25 4 7k + ≡		

[ ]6 35 20 7k + ]	أي	≡ ]6 35 6 7k + ≡		

[ ]6 45 30 7k + ]	أي	≡ ]6 45 2 7k + ≡		

[ ]6 55 10 7k + ]	أي	≡ ]6 55 3 7k + ≡.			

2	([ ]6 1 7≡ )	,	n	ومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	− ) [ ]226 1 7n ≡ ]	أي	− ]26 1 7n ≡.			
3	(( )[ ]25 6 3 5 4 7n n n+ + ≡ +		

[ ]25 6 3 0 7n n+ + ]	معناه	≡ ]5 4 0 7n + ]	ومعناه	≡ ]5 4 7n ≡ ]	ومعناه	− ]5 3 7n 5	ومعناه	≡ 6n k= 	مع	+
k ∈ ℕ.			
42لدينا	)	1 ]	ومنه	=16 ]42 1 ]	,	p	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡5 ]42 1 5p ≡			

[ ]4 12 2 5p + ≡	,	[ ]4 22 4 5p + ≡,			

[ ]4 32 8 5p + ]	أي	≡ ]4 32 3 5p + ≡.		
32لدينا	)	2 ]	ومنه	=8 ]32 1 ]	,	k	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡7 ]32 1 7k ≡		

[ ]3 12 2 7k + ≡	,	[ ]3 22 4 7k + ≡.			

]لدينا	)	3 ]
[ ]

4 2

3 2

2 4 5

2 4 7

p

k

+

+

 ≡
 ≡

		معناه	
4 2

3 2

n p

n k

= +
 = +

]	ومعناه	 ]
[ ]

2 4

2 3

n

n

 ≡
 ≡

]ومعناه	 ]
[ ]

3 6 12

4 8 12

n

n

 ≡
 ≡

]		ومنه	 ]2 12n ≡			

]يا	لدينا	إذا	كان	وعكس ]2 12n 12	فإن	≡ 2n m= )	ومنه	+ )3 4 2n m= )	و+ )4 3 2n m= 	ومنه	+

[ ]
[ ]

2 4 5

2 4 7

n

n

 ≡
 ≡

.			

( )1n 3	معناه	3	مضاعف	للعدد	− 1n k= k	مع	+ ∈ ℕ.			

( )1 1 2nn + − 	على	القسمة	يقبل	7	معناه	( ) [ ]1 1 2 0 7nn+ − )	ومنه	≡ ) [ ]3 11 3 2 0 7kk ++ ≡	

)يكافئ ) [ ]31 3 2 2 0 7
k

k+ × ]ومعناه	≡ ]1 6 0 7k+ ]	أي	≡ ]1 7k− ≡ ]	يكافئ	− ]1 7k ≡		

)إذن	 )3 1 3 7 1 1n k p= + = + 21	أي	+ 4n p= +.			
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21وعكسيا	إذا	كان	 4n p= 1	فإن	+ 21 3n p− = )	ومنه	+ )1n ]	و3	مضاعف	للعدد	− ]1 3 7n − ≡		

)وكذلك	 )7 1
21 4 32 2 2 2

pn p ++= ]	وبما	أن	= ]32 1 ]	فإن	≡7 ]2 2 7n )ومنه	.	≡ ) ( )[ ]1 1 2 1 3 2 7nn+ − ≡ + 	أي	×

( ) [ ]1 1 2 0 7nn+ − ≡.			
1	([ ]4 4 11≡		,[ ]24 5 11≡	,	[ ]34 9 11≡	,	[ ]44 3 11≡	,	[ ]54 1 11≡.		

]	,	pومنه	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	 ]54 1 11p ]وعليه	≡ ]5 14 4 11p + ≡	,	[ ]5 24 5 11p + ≡	,	[ ]5 34 9 11p + ≡	,	

[ ]5 44 3 11p + ≡.		
2	([ ]1995 4 ]	ومنه	≡11 ]1995 4 11n n≡.			

[ ]26 4 ]	ومنه	≡11 ]10 2 10 226 4 11n n+ )	ولدينا	≡+ )5 2 210 2 5 24 4 4
nn p++ += ]	ومنه	= ]10 24 5 11n + 	إذن	≡

[ ]10 226 5 11n + ≡			
)إذن	 )[ ]10 26 1995 26 7 6 4 5 7 11n n n+× + + ≡ × + )	أي	+ )[ ]10 26 1995 26 7 6 4 1 11n n n+× + + ≡ × +		

]وبالتالي	 ]10 26 1995 26 7 0 11n n +× + + ]	معناه	≡ ]6 4 1 0 11n× + )	ويكافئ	≡ ) [ ]2 6 4 1 0 11n× + 	أي	≡

[ ]4 2 0 11n + ]	ومعناه	≡ ]4 9 11n ≡			
5ومعناه	 3n p= p	مع	+ ∈ ℕ.			
1	([ ]5 2 7≡ ]	ومنه	− ]35 1 7≡ ]	إذن	− ]65 1 ]	,	p	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡7 ]65 1 7p :	وعليه	≡

[ ]6 15 5 7p + ≡	,	[ ]6 25 4 7p + ≡	,	[ ]6 35 6 7p + ≡	,	[ ]6 45 2 7p + ≡	,	[ ]6 55 3 7p + ≡.			
]لدينا	)	2 ]26 5 ]	و≡7 ]47 5 7≡			

nل	إذن	من	أجل	ك ∈ ℕ	,	[ ]6 5 6 526 5 7n n+ )	و≡+ ) [ ]6 2 212 247 5 7
nn ++ ]	وعليه	≡ ]6 526 3 7n + ≡	

]و ]12 247 4 7n + ≡.		

( )[ ]6 5 12 226 2 47 3 3 2 4 3 7n n+ ++ × + ≡ + × ]	أي	+ ]6 5 12 226 2 47 3 14 7n n+ ++ × + 	ويكافئ		≡

[ ]6 5 12 226 2 47 3 0 7n n+ ++ × + ≡.			

3	([ ]6 5 12 226 2 47 5 0 7n n n+ ++ × + ]	معناه	≡ ]4 5 0 7n+ )	ويكافئ	≡ ) [ ]3 4 5 0 7n+ ]	ومعناه	≡ ]12 0 7n+ ≡	
]أي	 ]2 7n ≡.			

1	(33 ]	ومنه	=27 ]33 1 ]	,	p	إذن	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡13 ]33 1 13p ]	وعليه	≡ ]3 13 3 13p + ≡	,	

[ ]3 23 9 13p + ≡.		
2	(( ) [ ]14 3 1 0 13n + − )	يكافئ	≡ ) [ ]140 3 1 0 13n + − ]	ويكافئ	≡ ]13 1 0 13n + − ]	معناه	≡ ]13 1 13n + اه			ومعن≡

[ ]1 0 3n + ≡		
]أي	 ]2 3n ≡.			

[ ]16 2 ]	إذن	≡7 ]3 316 2 ]	أي	≡7 ]316 1 ]	,	p	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡7 ]316 1 7p ≡.			
3nإذا	كان p=فإن( ) ( )1 315 16 1 15 16 16 1n p+ − = × )	ومنه	− ) ( )[ ]115 16 1 1 2 1 1 7n + − ≡ × 	أي	−

( ) [ ]115 16 1 1 7n + − ≡		
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3إذا	كان	 1n p= )	فإن	+ ) ( )1 2 315 16 1 15 16 16 1n p+ − = × )	ومنه	− ) ( )[ ]115 16 1 1 4 1 1 7n + − ≡ × −	

)أي ) [ ]115 16 1 3 7n + − ≡.			

3كان	إذا	 2n p= )	فإن	+ ) ( )1 3 315 16 1 15 16 16 1n p+ − = × )	ومنه	− ) ( )[ ]115 16 1 1 8 1 1 7n + − ≡ × 	أي	−

( ) [ ]115 16 1 0 7n + − ≡.			

43ـ	أ	ـ	)	1 ]	ومنه	=81 ]43 1 ]	,	p	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡10 ]43 1 10p 	وعليه	≡

[ ]4 13 3 10p + ≡	,	[ ]4 23 9 10p + ≡	,	[ ]4 33 7 10p + ≡		

2001ـ	ب	ـ	 4002 4 1000 29 3 3 × += ]	ومنه	= ]200163 9 3 9 10× ≡ ]	أي	× ]200163 9 7 10× ≡.		

[ ]7 3 10≡ )ه		ومن− ) [ ]142214227 3 10≡ ]	أي	− ]1422 4 355 27 3 10× ]	معناه	≡+ ]14227 9 10≡.			
)إذن	 )[ ]2001 142263 9 7 7 9 10× − ≡ ]	معناه	− ]2001 142263 9 7 2 10× − ≡ ]	أي	− ]2001 142263 9 7 8 10× − ≡.			
2	لدينا	ـ�أ�ـ)	2 2 13 9 3 3 3n n nn n n +× = × = ×		

]ولدينا	 ]7 3 10≡ )	ومنه	− ) [ ]2 12 17 3 10
nn ++ ≡ ]	أي	− ]2 1 2 17 3 10n n+ +≡ −			

)إذن	 )[ ]2 1 2 1 2 13 9 7 3 3 10n n n nn n+ + +× + ≡ −			

)أي	 ) [ ]2 1 2 13 9 7 1 3 10n n nn n+ +× + ≡ −.			

]	ـ�ب�ـ ]2 13 9 7 0 10n nn +× + )	معناه	≡ ) [ ]2 11 3 0 10nn +− )	ومعناه	≡ ) [ ]2 3 2 13 1 3 0 10n nn+ +− أي	≡

( ) [ ]4 41 3 0 10nn +− ]	ويكافئ	≡ ]1 0 10n − ]	أي	≡ ]1 10n ≡.			
1	([ ]27 1 7≡ ]	أي	− ]33 1 7≡ ]	ومنه− ]63 1 ]	,	k	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡7 ]63 1 7k 	وعليه	≡

[ ]6 13 3 7k + ≡	,	[ ]6 23 2 7k + ≡	,	[ ]6 33 6 7k + ≡	,	[ ]6 43 4 7k + ≡	,	[ ]6 53 5 7k + ≡.			

[ ]64 1 ]	ومنه≡7 ]34 1 ]	,	pدد	طبيعي		وبالتالي	من	أجل	كل	ع≡7 ]34 1 7p ]	وعليه	≡ ]3 14 4 7p + ≡	,

[ ]3 24 2 7p + ≡.		
2	([ ]2006 4 ]؛	≡7 ]1424 3 n	ومنه	من	أجل	كل	≡7 ∈ ℕ	,	[ ]3 2 3 22006 4 7n n+ ]؛	≡+ ]6 1 6 11424 3 7n n+ +≡	

]ومنه	 ]3 22006 2 7n + ]؛	≡ ]6 11424 3 7n + )	إذن	≡ )[ ]3 2 6 12 2006 1424 2 2 3 7n n+ +× + ≡ × 	أي	+

[ ]3 2 6 12 2006 1424 0 7n n+ +× + ≡.			
3(( )0 1 0 12 3 2 3 ... 2 3 2 3 3 ... 3n n× + × + + × = + + +		

	0 1 12 3 2 3 ... 2 3 3 1n n +× + × + + × = −		
( )0 1 0 13 4 3 4 ... 3 4 3 4 4 ... 4n n× + × + + × = + + +		

0 1 13 4 3 4 ... 3 4 4 1n n +× + × + + × = 1إذن		− 1

0 1 ... 3 4 2n n
n ns u u u + += + + + = + −		

[ ]6  5 4 3 2 1 0 n ≡  

1 5 4 6 2 3 13n + ≡  

1 2 4 1 2 4 14n + ≡  [ ]7  

0 5 6 5 2 5 ns ≡  

1	([ ]49 1 10≡ ]	أي	− ]27 1 10≡ ]	ومنه	− ]47 1 ]	,	k	وبالتالي	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡10 ]47 1 10k ≡	
]وعليه	 ]4 17 7 10k + ≡,[ ]4 27 9 10k + ≡	,[ ]4 37 3 10k + ≡.			
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( )[ ]4 4 1 4 2 4 37 7 7 7 1 7 9 3 10k k k k+ + ++ + + = + + +.			

[ ]4 4 1 4 2 4 37 7 7 7 0 10k k k k+ + ++ + + =.			
nمن	أجل	كل	)	2 ∈ ℕ	,	21 7 7 ... 7n

nS = + + + +		
1 2 3 4

4 7 7 7 7n n n n
n nS S + + + +

+ = + + + +		

( )1 2 3

4 7 1 7 7 7n
n nS S +

+ = + + + +			

[ ]2 31 7 7 7 0 10+ + + ]	,	n	إذن	من	أجل	كل	عدد	طبيعي	≡ ]4 10n nS S+ =.		

0 1S =	,	[ ]0 1 10S 1	؛	≡ 8S =	,	[ ]1 8 10S 2	؛	≡ 57S =,	[ ]2 7 10S 3	؛	≡ 400S =,	[ ]3 0 10S 	؛	≡

4 2801S =	,	[ ]4 1 10S ≡.			
nلنرهن	أنه	من	أجل	كل	 ∈ ℕ	[ ]4 1 10nS ≡.		

[ ]0 1 10S ]ونفرض	أن		.	≡ ]4 1 10pS ≡.			
)لدينا	 ) 4 44 1 ppS S ++ ]	وحسب	السؤال	السابق	= ]4 4 4 10p pS S+ )	إذن	= ) [ ]4 1

1 10pS + 	وبالتالي	حسب	مبدأ	التراجع	≡

nينتج	من	أجل	كل	 ∈ ℕ	[ ]4 1 10nS ≡.		
4 1

4 1 4 7 n
n nS S +

+ = ]منه	و+ ]4 1 1 7 10nS + ≡ ]		أي+ ]4 1 8 10nS + ≡.				
4 2

4 2 4 1 7 n
n nS S +

+ += )	ومنه+ )[ ]4 2 8 9 10nS + ≡ ]		أي	+ ]4 2 7 10nS + ≡.		
4 3

4 3 4 2 7 n
n nS S +

+ += )	ومنه	+ )[ ]4 3 7 3 10nS + ≡ ]	أي	+ ]4 3 0 10nS + ≡.		
���2w%�ا
"!�اد���ـ�أ2

0نفرض	 7x< 0	و> 7y< <.		10yx y x= 7xy	و+ x y= 7	إذن	+ 10x y y x+ = 	أي	+
6 9x y=	معناه	2 3x y=	ومنه	[ ]2 0 3x ]	أي	≡ ]4 0 3x ]	معناه	≡ ]0 3x 3x	وبالتالي	≡ 6x	أو= =		

)إذن	 ) ( ), 3,2x y )	أو	= ) ( ), 6,4x y =			
0:الشروط	 7x< <،	0 7z< <،	0 7y≤ <.		

27 7n xyz x y z= = + 211	و+ 11n zyx z y x= = + 49	ومنه	+ 7 121 11x y z z y x+ + = + :		أي	+
48 4 120 0x y z− − 12	وهذا	يكافئ	= 30 0x y z− − )	معناه	= )12 30 6 2 5y x z x z= − = −			

]إذن ]0 6y 0	ولدينا≡ 7y≤ 0y	إذن	> 6y	أو= =			
0yإذا	كان	 )	فإن	= )6 2 5 0x z− 2	أي= 5x z=ومنه	[ ]2 0 5x ]	معناه≡ ]6 0 5x ]	أي	≡ ]0 5x 	بما	≡

0أن 7x< 5x	فإن> 2z	ومنه	= =.		
6yإذا	كان	 )	فإن	= )6 2 5 6x z− 2	أي	= 5 1x z= ]	ومنه	+ ]2 1 5x ]	معناه≡ ]6 3 5x ]	أي	≡ ]3 5x 	بما	≡

0أن 7x< 3x	فإن> 1z	ومنه	= =.( ) ( ), , 5,0, 2x y z )	أو= ) ( ), , 3,6,1x y z =		
6a 46	؛	< 4 6b c a+ = = 2555	؛	+ 5 5 5bc a a= = + +		

bو	c	للمعادلة	حلا	هما	( ) ( )2 22 2 3 5 5 5 0x a x a a− + + + + 	هو	المجهول	x	حيث	=

( ) ( )2 2' 2 3 5 5 5a a a∆ = + − + '2	؛	+ 7 4a a∆ = − + 49	؛	+ 16 65δ = + =			

' 0∆ 7	معناه	≤ 65 7 65

2 2
a

− +≤ 6	ومنه	≥ 7,53a< 7a	إذن	≥ =.		

)ومنه	المعادلة	تصبح	 )2 2 17 285 0x x− + '	و= 4∆ '	إذن= 17 2 15x = − '	و= 17 2 19x = + =.			
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1بما	أن	 a b c≤ ≤ )	فإن	≥ ) ( ), , 7,15,19a b c 1995abcويكون		.	= =.			

1	(45 28 130x y− )	معناه	= )45 130 28 2 65 14x y y= + = ]؛	+ ]45 0 2x ]	أي	≡ ]0 2x ≡	.	
45 28 130x y− )اه		معن= )28 45 130 5 9 26y x x= + = ]	ومنه	+ ]28 0 5y ]	أي	≡ ]56 0 5y 	ومعناه	≡

[ ]0 5y ≡.			
2	(0 9α≤ 0	و≥ 7β≤ 3	؛	≥ 22 9 9 9 3 90 1461n α α α= × + + + = 	؛	+

3 25 7 7 7 6 56 1721n β β β= × + + + = +.			
90ن	إذ 1461 56 1721α β+ = 90	ومعناه	+ 56 260α β− 45	أي	= 28 130α β− =		

]إذن	 ]0 2α ]	و≡ ]0 5β 0	بما	أن	≡ 7β≤ 0β	فإن	≥ 5β	أو= =.		

0βذا	كانإ 45	فإن	= 130α 28	أي	=

9
α 		.	مرفوض=

5βإذا	كان	 45	فإن	= 270α 6α	أي	= 90إذن		.	= 1461 2001n α= + =.			
0 7x< <	،	0 7y< 0	و> 7z≤ <.			

3 211 11 11N x y z x= + + 1332	أي+ 121 11N x y z= + +			
3 27 7 7N y y x z= + + 392	أي	+ 7N y x z= + +		

1332إذن	 121 11 392 7x y z y x z+ + = + 1325	أي	+ 10 271x z y+ )	أي= )5 265 2 271x z y+ =		
]إذن	 ]271 0 5y ]	ومعناه	≡ ]0 5y 0	بما	أن	≡ 7y< 5y	فإن	> =.			

265وبالتالي	 2 271x z+ 265	أي	= 271 2x z= ]	ومنه	− ]265 271 2x ]	أي	= ]1 2x ≡		
0بما	أن		 7x< 1x	فإن	> 3x	أو= 5x	أو= =.		
1xإذا	كان	 3z	فإن	= =		
3xإذا	كان	 			يكون	سالبz	فإن=
5xإذا	كان	 			يكون	سالبz	فإن=
)وبالتالي	 ) ( ), , 1,5,3x y z =.			

4 3 21271 9 2 9 7 9 9n x x= = + × + × + +		
1	([ ]1 2 7 1 8n x≡ + + + ]	أي	+ ]3 8n x≡ +.			

]يكون	 ]0 8n ]	معناه	≡ ]3 0 8x + ]	أي	≡ ]5 8x 0	وبما	أن	≡ 9x≤ 5x	فإن	> =.			
2	(4 3 21271 9 2 9 7 9 9n x x= = + × + × + +		

( )3 29 9 2 7 9 9n x= + + × + ]	؛+ ]4 11n x≡ +		
]يكون	 ]0 11n ]	معناه	≡ ]4 0 11x + ]	أي	≡ ]7 11x 0	وبما	أن	≡ 9x≤ 7x	فإن	> =.			

0 9x≤ 0	و≥ 9y≤ ≤.	27 85n x y=	؛	5 4 3 22 10 7 10 10 8 10 5 10n x y= × + × + × + × + × +		
[ ]2 7 8 5 3n x y≡ + + + + ]	و+ ]2 7 8 5 11n x y≡ − + − + − +		

]معناه	 ]1 3n x y≡ + ]	و+ ]8 11n x y≡ − + +			

[ ]0 3n ]	و≡ ]0 11n ]	معناه	≡ ]1 0 3x y+ + ]	و≡ ]8 0 11x y− + + ≡			
]أي	 ]2 3x y+ ]	و≡ ]8 11x y− ≡.				
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[ ]8 11x y− ]	معناه	≡ ]3 11x y− ≡ −			

)ومنه ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){, 0,3 , 1,4 , 2,5 , 3,6 , 4,7 ,x y ∈		
( ) ( ) ( ) ( )}5,8 , 6,9 , 8,0 , 9,1		

]بما	أن	 ]2 3x y+ )	فإن	≡ ) ( ) ( ) ( ){ }, 1,4 , 4,7 , 8,0x y ∈		
271854n 274857n	أو	= 278850n	أو= =.			
]إذا	كان	)	1 ]3 0 7x ]	فإن	≡ ]3 5 0 5 7x× ≡ ]	وبما	أن× ]15 1 ]	فإن	≡7 ]0 7x ≡.			

]لعكس	إذا	كان	ا ]0 7x ]	فإن	≡ ]3 3 0 7x ≡ ]	ومنه	× ]3 0 7x ≡.			
2	(1 1 0...n nN a a a a−=	أي	1

1 1 010 10 ... 10n n
n nN a a a a−

−= + + + +		

1 1' ...n nN a a a−=	أي	1 2

1 2 1' 10 10 ... 10n n
n nN a a a a− −

−= + + + 	ومعناه	+
1 2

1 2 110 ' 10 10 ... 10 10n n
n nN a a a a−

−= + + + 010	إذن	+ 'N N a= +		

[ ]0 7N ]	معناه	≡ ]010 ' 0 7N a+ ]	أي	≡ ]03 ' 6 0 7N a− )	ويكافئ	≡ ) [ ]03 ' 2 0 7N a− 	ومعناه	≡

[ ]0' 2 0 7N a− 		.	وهذا	حسب	السؤال	السابق	≡
3	([ ]105154 0 ]	يكافئ	≡7 ]10515 8 0 7− ]	أي	≡ ]10507 0 ]	ويكافئ	≡7 ]1050 14 0 7− 	أي	≡

[ ]1036 0 ]	ويكافئ	≡7 ]103 12 0 7− ]	أي	≡ ]91 0 ]	ويكافئ	≡7 ]9 2 0 7− ]	أي	≡ ]7 0 7≡		

]خلاصة	 ]7 0 ]	معناه	≡7 ]105154 0 7≡.			

[ ]263572 0 ]	معناه	≡7 ]26357 4 0 7− ]	؛	≡ ]26353 0 ]	يكافئ	≡7 ]2635 6 0 7− ]	؛	≡ ]2629 0 	يكافئ	≡7

[ ]262 18 0 7− ]	؛	≡ ]244 0 ]	يكافئ	≡7 ]24 8 0 7− ]	أي	≡ ]16 0 	لا	يقبل	263572	وهذا	غير	صحيح	إذن	≡7
			.7القسمة	على	

1(	1

1 1 010 10 ... 10n n
n nN a a a a−

−= + + + +	،	1 2

1 2 1' 10 10 ... 10n n
n nN a a a a− −

−= + + + +.		

010 'N N a= +	.	[ ]0 13N ]	معناه	≡ ]010 ' 0 13N a+ )	ومعناه	≡ ) [ ]04 10 ' 0 13N a+ 	ويكافئ	≡

[ ]040 ' 4 0 13N a+ ]	أي	≡ ]0' 4 0 13N a+ ]	لأن	≡ ]40 1 13≡			
2	([ ]1631216 0 ]	معناه	≡13 ]163121 24 0 13+ ]	أي	≡ ]163144 0 ]	معناه	≡13 ]16314 16 0 13+ 	أي	≡

[ ]16330 0 ]	ومعناه	≡13 ]1633 0 ]	ومعناه	≡13 ]163 12 0 13+ ]	أي	≡ ]175 0 ]	ومعناه	≡13 ]17 20 0 13+ ≡	
]أي	 ]37 0 			.13	لا	يقبل	القسمة	على	1631216	وهذا	تناقض	إذن	≡13

[ ]48662029 0 ]	معناه	≡13 ]4866202 36 0 13+ ]	أي	≡ ]4866238 0 ]	معناه	≡13 ]486623 32 0 13+ أي	≡

[ ]486655 0 ]	معناه	≡13 ]48665 20 0 13+ ]	أي	≡ ]48685 0 ]	معناه	≡13 ]4868 20 0 13+ 	أي	≡

[ ]4888 0 ]	معناه	≡13 ]488 32 0 13+ ]	أي	≡ ]520 0 ]	معناه	≡13 ]52 0 ]	أي	≡13 ]5 8 0 13+ 	معناه	≡

[ ]13 0 ]		وهذا	صحيح	إذن	≡13 ]48662029 0 13≡.			
1	(( )( )2 2 4 21 1 1a a a a a a+ + − + = + +.		

1a	عدد	طبيعي	حيث	aليكن	)	2 >.		2111 1a a= + 4	ولدينا	+ 3 210101 1 0 1 0 1a a a a= × + × + × + × 	أي	+
4 210101 1a a= + )	معناه	+ ) ( )2 210101 1 1a a a a= + + − )	أي	+ )210101 111 1a a= − 	يقسم	111	ومنه	+

10101	.			
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)الحاصل	هو	 )2 1 1 1a a a a− + = − 2	أي	+ 1 1 1a a aβ β− + = + =.			
11	لدينا	aفي	النظام	التعداد	ذي	الأساس	)	1 1a= )	و+ ) ( )3 21001 1 1 1a a a a= + = + − +			

)أي	 )21001 11 1a a= − 			.11	يقبل	القسمة	على	1001	ومنه	العدد	+

)الحاصل	هو	أي)	2 )2 1 1 1 1a a a a β− + = − + =.			
3	(1001 11 1β= ×		

1001	يكون	10في	النظام	ذي	الأساس	 11 91= ×		
31001	لدينا	12في	النظام	ذي	الأساس	 12 1 1729= + =	،	11 12 1 13= + =	،	1 11 12 1 133β = × + =.			

13ولدينا	 133 1729× =.			
)	عدد	طبيعي	،	aليكن	)	1 )3 3 21 3 3 1a a a a+ = + + 3a	ومنه	إذا	كان	+ 	،	a	فيكون	في	الأساس	<

( )3
1 1331a + =.			

2	(( ) ( )( )4 3 21 3 3 1 1a a a a a+ = + + + )	؛	+ )4 4 3 21 4 6 4 1a a a a a+ = + + + +		

6aومنه	إذا	كان	 )	،	a	فيكون	في	الأساس	< )4
1 14641a + =.		

1	(( )2 22 1 1 11n n+ = + + )	؛	= ) ( ) ( )2 22 1 2 1 1 2 1n n n n n+ = + + − = 		؛−

( ) ( ) 22
2 22 1 1n n + = + + 	؛	( ) ( ) ( )2 2

2 2 22 1 2 1 1 121n n n+ = + + + + 			؛=

( ) ( )( )4 4 2 21 1 1 1 1n n n n= − + = − + )	؛	+ )4 2 1 1n n= −.			

5aـ	التحقيق	من	أجل	الأساس	 2n	أي	= =.			
2 2 6n + 11	و= 5 1 6= + =.		

2 2 8n n+ )	و= )1 2 1 5 3 8n − = + =.		

( )2
2 2 36n + 2121	و= 5 2 5 1 36= + × + =.		

4 16n )	و= )2 1 1 3 5 1 16n − = × + =.		

10aـ	التحقيق	من	أجل	الأساس	 3n	أي	= =.			
2 2 11n + 11	و= 10 1 11= + =.		

2 2 15n n+ )	و= )1 2 1 10 5 15n − = + =.		

( )2
2 2 121n + 121	و= 121=.		

4 81n )	و= )2 1 1 8 10 1 81n − = × + =.		

2	(( ) ( )2 2 1u n n n a na n nn= + = + = + =			

( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 1v n n n a n a n n n= + = + = + =		

( )22 2 2 2 2 21 2x u n a n a n a n= = + = + )	؛	+ ) ( )2 2 3 2 21 2 1 2x a a a a n a a a n= − + − + = + − +		

( ) ( )3 2 3 2 22 1x a a a n a n a n= + − + = + − )	؛	+ )2 210 1x n n= −.			

( )2
2 2 2 4 2 4 42y v n a n n a n a n= = + = + )	؛	+ ) ( ) ( )2 2 221 2 1 1y a a a a a= − + − + 			؛	−
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4 3 2 3 2 22 2 4 2 2 1y a a a a a a a a= − + + − + + − )؛	+ )4 2 2 3 22 1 1 2 1y a a n a a= − + = + − +		

( )4 2 2 3 22 1 2 1y a a n a a a= − + = + − )	؛		+ )4 2 2 3 2 22 1 1 1y a a n a a n= − + = + − +		

( )4 2 2 22 1 1 01y a a n n= − + = −.		

��المسائل

(I�1	(	أن	نفترضaو	bمعنا	،	معا	زوجيان	ه[ ]0 2a ]	و≡ ]0 2b ]	ومنه	≡ ]2 0 2a ]	و≡ ]2 0 2b ≡	
]وبالتالي	 ]2 2 0 2a b− ]	أي≡ ]0 2N ≡.		

]ديان	معا	،	معناه	فرb	وaنفترض	أن	 ]1 2a ]	و≡ ]1 2b ]	ومنه	≡ ]2 1 2a ]	و≡ ]2 1 2b ≡			

]وبالتالي	 ]2 2 0 2a b− ]	أي	≡ ]0 2N ≡			
	a	عدد	طبيعي	فردي	وبالتالي	N	عددا	طبيعيا	زوجيا	وهذا	تناقض	لأن	N	من	نفس	الشفعية	فيكون	b	وaإذن	إذا	كان

		.	ليس	من	شفعية	واحدة	bو
2	(( )( )2 2N a b a b a b= − = − aبوضع	؛		+ b p− a	و= b q+ N	يكون	= pq=.			
		.	فرديين	معا	q	وp	ليس	من	شفعية	واحدة	فإن	مجموعهما	وفرقهما	يكونا	فرديين	أي	b	وaبما	أن	)	3

(II أ�ـ�)��1  [ ]9  8 7 6 5 4 3 2 1 0 x  

 [ ]9  1 4 0 7 7 0 4 1 0 2x  

]ب�ـ� ]2 2250507 1 9a a− ≡ −��

[ ]9  8 7 6 5 4 3 2 1 0 b  
[ ]9  1 4 0 7 7 0 4 1 0 2b  
[ ]9  1 4 0 7 7 0 4 1 0 2 250507a −  
[ ]9  1 4 0 7 7 0 4 1 0 2 1a −  
[ ]9  2 5 1 8 8 1 5 2 1 2a  

]	وبالتالي	9ي	لمربع	بترديد		بواق8	و5	،	2من	السؤال	أ	ـ	لا	يمكن	أن	تكون	الأعداد	4ـ�ـ� ]2 1 9a 	هي	الحالة	الوحيدة	≡

]الممكنة	وينتج	أن	 ]1 9a ]	أو	≡ ]8 9a ≡.		
2أ	ـ	)	2 2250507a b− 2	ومنه	= 250507 0a − 250507a	ويكافئ	≤ ≤ 250507a	أو	− 	عدد	a	بينما	≤

250507aطبيعي	إذن	 500,51a	أي≤ 501a	ومنه	≤ ≥.			
2ب	ـ	 2250507 501 250507 494a − = − 2	إذن	= 494b 22,23b	أي	= 501a	إذن	= ≠.			

]أ	ـ	نفرض)	3 ]8 9a ]	،	لدينا≡ ]503 8 ]	معناه	≡9 ]8 503 ]	ومنه	≡9 ]503 9a ≡.		

]نفرض ]1 9a ]	،	لدينا≡ ]505 1 ]	معناه	≡9 ]1 505 ]	ومنه	≡9 ]505 9a ≡.		
505ب	ـ	 9a k= 2	معناه	+ 2250507 81 9090k+4518a k− = 2	ويكافئ	+ 281 9090k+4518b k= 	أي	+

( )2 29 9 1010k+502b k= +		

0k	من	أجل	 2لدينا		= 4518b 3	أي	= 502b 		.	مرفوض	=
1kمن	أجل	 2	لدينا	= 29 1521=117b = 	حيث	تكون	الثنائية	k	إذن	أصغر	عدد	طبيعي117b=	أي	×

( )505 9 ,k b+	العلاقة	تحقق	( )E	هو	1k )	وبالتالي	= ) ( ), 514,117a b =.			
(III	1	(2 2250507a b− )	معناه	= ) ( )2 2250507 a b a b a b= − = − 250507	أي	+ 397 631= ×.			

2�(��1 1 1 2 3 2 1 1 1 2
631 397 234 163 71 21 8 5 3 2 1 0
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� �� �� �� �� �� �� )إذن	� )gcd 631,397 1p =.			
			ـIجزء	

2لدينا	)	1	 2 21 3 5 35 4 8 3+ + = = × ]	ومنه	+ ]2 2 21 3 5 3 4+ + 2	أي		≡ 2 2 2 21 3 5 2 1 2 + + ≡ −  		

3nنفترض	أن	)	2 =	.			
r 0 1 2 3 4 5 6 7 أ�ـ  
 1 4 1 0 1 4 1 0 R  

}	من	المجموعة	3R	و2R	،	1Rمن	أجل	كل	ثلاث	أعداد	ب�ـ� 1	يكون	0,1,4{ 2 3 0R R R+ + ≠.			

]	حيث	z	وy	،	xيجاد	إذن	لا	يمكن	إ ]2 2 2 7 8x y z+ + ≡.			
3n	ـ	دراسة	الحالة	العامة	مع	IIالجزء	 ≥.		

)لدينا	)	1 )2 2 2 2 1 2n nx y z  + + ≡ −  معناه		( )2 2 2 2 2 1 2 1 1n n nx y z p p+ + = + − = + 	ومنه	−
2 2 2x y z+ 		.	عدد	فردي	+

( ) ( )2 2 2 2 2x y z x y z xy xz yz+ + = + + + + +.		

)إذن	 )2
x y z+ x	هو	عدد	فردي	وبالتالي	+ y z+ 		.	عدد	فردي	+
		.	كلها	فردية	أو	واحد	منها	فري	وآخرين	زوجيين	z	وy	،	xإذن	تكون	الأعداد	

		.		فردي	z	زوجيان	وy	و	xنفترض	أن	)	2
2x	أ�ـ p=	،	2y k=و	2 1z l= 2	ومنه	+ 24x p=	،	2 4y k=و	2 24 4 1z l l= + ]	إذن	+ ]2 0 4x ≡	،	

[ ]2 0 4y ]	و≡ ]2 1 4z ]	وبالتالي	≡ ]2 2 2 1 4x y z+ + ≡.			
3n	بما	أن	ب�ـ ]	فإن	≤ ]2 0 4n 2	أي	≡ 4n α=	ولدينا	( )2 2 2 2 2 1 2 1 1n n nx y z p p+ + = + − = + 	أي	−

( )2 2 2 4 1 1x y z pα+ + = + ]	وبالتالي	− ]2 2 2 1 4x y z+ + ≡ ]	أي	− ]2 2 2 3 4x y z+ + 	وهذا	تناقض	مع	≡
		.	جة	السابقة	النتي
		.	كلها	فردية	z	وy	،	xنفترض	أن)	3
)أ�ـ� )2 1k k k k+ = ]	جداء	عددين	متتاليين	هو	عدد	زوجي	أي	+ ]2 0 2k k+ ≡.			
2	عدد	طبيعي	فردي	أي	t	ليكن	ب�ـ 1t k= )	ومنه	+ )2 2 24 4 1 4 1t k k k k= + + = + 	وبما	أن	+

[ ]2 0 2k k+ 2	فإن	≡ 2 'k k k+ 2	إذن	≡ 8 ' 1t k= ]	أي	+ ]2 1 8t ≡		
]فإن	.		كلها	فردية	z	وy	،	xبما	أن	 ]2 1 8x ≡	،	[ ]2 1 8y ]	و≡ ]2 1 8z ]	وبالتالي	≡ ]2 2 2 3 8x y z+ + ≡.			

)	:	الخلاصة	�ـ�ـ )2 2 2 2 1 1nx y z p+ + = + −		
3nمن	أجل	 ]	يكون	≤ ]2 0 8n ]	إذن	≡ ]2 2 2 1 8x y z+ + ≡ ]	أي	− ]2 2 2 7 8x y z+ + 	وهذا	تناقض	مع	النتيجة	≡

[ ]2 2 2 3 8x y z+ + ≡			
)إذن	لا	توجد	أي	ثلاثية	 ), ,x y z	تحقق	( )2 2 2 2 1 2n nx y z  + + ≡ −  	مع	3n 	كلها	z	وy	،	x	سواء	كانت	≤

2nفردية	أو	واحد	منها	فردي	والآخرين	زوجيين	؛	وبالتالي	 )	هي	الحالة	الوحيدة	التي	توجد	فيها	ثلاثية	= ), ,x y z	
)تحقق	 )2 2 2 2 1 2n nx y z  + + ≡ −  		

		
		

110 



 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



��������الأنشطةالأنشطةالأنشطةالأنشطة
��ا
	��ط�ا�ول

�
���:�/��

�م�ا��|��<�ا��-�'ك�ا^f;':ا
��ف���
��.����ر�

��".�ا��|��<�ا��-�'ك�ا^f;'���6د��"�����م�ا�	-�ط�آ��*(��)��'ة�:���
��ت
��
����:ا
���:�1-�ط�


��ا�|�ء�ا^ول�إ��jا^*|'�ه��ا�)�oaت�ا����)�1���'��90k�A��k��6�1Zد����.��

��ا�|�ء�ا�����Vإ��jا^*|'�ه��)�2���'���.���د�95k�A��k�6�1Zا�)�oaت�ا�����
3�({ }90 0,90,180, 270,...,1710,...,86310,86400M =���

4�({ }95 0,95,190,285,...,1710,...,86260,86355M =��

5�({ }90 95 0,1710,3420,...,83790,85500M M∩ =.���


�بالثانية	التي	يمر	فيها	الضوءان	إلى	الأخضر	في	آن	واحدا�)�oaت�)�6���!��90ه���	�f'�ا� 95M M∩��

��.�)����6	�m<�ا�)�(�(1710)�7
8�(�S�3ا��
�������6	�m<�ا�)�(27000sا�/��
�ا�/��6
�وا�	m<��3ا����6����S	�m<�ا�)�(�و25200sا�/��
�ا�/��6

�A���25200 1710 27000k≤ ≤��!��14,73 15,78k≤ ���أن�≥��kن��v���6�1Z��15د�k =.���

�����
oa(�ا������و��	هي	والنصف	السابعة	والساعة	السابعة	26650الساعةs	الساعة	أي	و7	و16	الدقيقة	ثانية40	.		
9�(a�(90t u=.���

(b�
45000

45 / / 12,5 /
3600

mV Km h m s m s= = ��ه��=�D�|�ا���ا���kRا��/�;'ق���
875

70
12,5

s s=.��

�uإذا�آ�ن�X�ا^*|'�*:ل�ا�j�|�ء�ا^ول�إ�ا��
���'�v��1vن���tد�ا��'ات�� +����V�|�ء�ا�ا��
���'��ه����د�ا��'ات��
��X�أي�*:ل�ا�U��ل�إ�f��ا��	���70tإ��jا^*|'�و�@ )�و��������+ )70 95 1t v+ = +.��

(c�i��6���90t u=����( )70 95 1t v+ = +��!��90 95 95 70 25u v− = − �18أي�= 19 5u v− =.��

(d��18 19 5 95 90 19 5 18 5u v− = = − = × − �18و�6	���× 18 5 19 19 5u v+ × = + ×�

)18أي 5) 19( 5)u v+ = +.		
(e�#�R�C�	�7ا�uو	v	قيم	ثم	t��

)18ا��6د� 5)u )18	أولي	فإنه	موجود	في	تحليل	19	وبما	أن19	يقبل	القسمة	على+ 5)u ه	إلى	جداء	عوامل	أولية	وبما	أن+
)	إذن	هو	موجود	في	تحليل18	فإنه	غير	موجود	في	تحليل	18أولي	مع	 5)u )	قاسم	لـِ	19	أي+ 5)u +		

5:	أي	 19u α+ )18	عدد	طبيعي	وبالتعويض	في	α	مع	= 5) 19( 5)u v+ = 5	نجد	+ 18v α+ =			
19خلاصة	 5u α= 18	و− 5v α= ).		عدد	طبيعيα	مع	− )90 90 19 5 1710 450t u α α= = − = −		

(f�25200 1710 450 27000α≤ − �15أي�≥ 16,05α≤ �1710إذن�≥ 15 450 25200t = × − =	
1710أو 16 450 26910t = × − ��.	ثانية30	دقيقة	و28	و7	ثانية	أو	الساعة		0	دقيقة	و0	و7الساعة	:		أي	=

����
��ا
	��ط�ا
�
���:/���

��د9�
:ا
��ف��
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��������الأعمال�الموجهةالأعمال�الموجهةالأعمال�الموجهةالأعمال�الموجهة

]و���:+�!+� 

!���

�
���:/���
��
��.�3?�<��!�ول�اآ/�ل�����6���X����(��6و�:فا

��.����م�ا�6�(����2@(�أ��اج���Aا�7;:ل�4
�ز�ا��ا�2�3:���
��ت
��

��1)�غ�ا�	���CDا����*�ة:ا������.��@���إ�13ع���F)<�ا����4
�ت�ا�
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�+�

�ة�
ِـ�\S�
��ا
2/�ه	%�ا

�
���:/���
��.�3?�<�ا���ا���ت�و�ا^��اد�ا^و��
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��ف


��ت���:@�����X	��Y4آ�ا�Uا�'�Rا��@����������3#�ا�6�(����2@(�أ��اج�آ.��
��
��.�����6:ا
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��������التمارينالتمارينالتمارينالتمارين
 

		التمارين	التطبيقية
��.ا�$�اد�ا�وّ

%��ـ�1

1429	؛	5	ولا	على	3	ولا	على	2	لا	يقبل	القسمة	على	1429أ	ـ	 7 204= × +	،	1429 11 129= × +	،
1429 13 109= × +	،1429 17 84= × +	،1429 19 75= × +	،1429 23 62= × +	،1429 29 49= × +	،
1429 31 46= × +	،1429 37 38= × +	،1429 41 34= × 		.13هو	عدد	القسمات	؛	+

			.أولي	1429	ـ	ب
			.90	صفحة	2الخاصية		ـأ	

853	ب�ـ 		،	إذن	2،3،5،7،11،13،17،19،23،29	لا	يقبل	القسمة	على	الأعداد	الأولية	853	و≈29,2
		.	أولي853العدد	

			.ليس	أوليا341	ب�ـ.			أولي	251	أ�ـ
		.ليس	أوليا1023		ج�ـ

2nإذا	كان	 7	فإن	= 9n + 		.غير	أولي	وهو	=
2nإذا	كان	 7nمنه		فردي	وn	فإن	< 		.غير	أولي	وهو	2	يكون	زوجيا	يقبل	القسمة	على	+

( ) ( )2 8 15 3 5n n n n+ + = + 		.	ليس	أوليا	+
173	أ�ـ 		.	أولي	173العدد		إذن	13	،	11	،	7	،	5	،	3	،	2	لا	يقبل	القسمة	على	173	و≈13,15

2	ب�ـ 2 173x y− )	معناه	= )( ) 173x y x y− + =		
1xإذن y− 173x	و= y+ )	أي= ) ( ), 87,86x y =		

1x	.	عدد	طبيعي	أولي	فردي	p	ـ	ج y− x	و= y p+ )ومنه	= ) 1 1
, ,

2 2

p p
x y

+ − =  
 

	.		

		

2 

3 

4 

7 

15 

17 




!�د- �2��SNك�ا���2"
		.�ـ�ا
�a2$(�ا

)	ـأ	 )26,12 156ppcm =.		

)	ـب	 )18, 15 90ppcm − =.		
)	4ـ�ـ )12, 13 156ppcm − − =.		
)	ـد	 )230,128 14720ppcm =.		
)	هـ�ـ )876,1028 225132ppcm =		

	*9 13 27 65 92 23

140 84 420 420 105

++ = = =.		

	*55 23 1091

195 216 2808
+ =	*					.82 19 1243

75 210 1050
+ =.		

		:	غير	المعدومة	حيث	aفي	كل	حالة	من	الحالات	التالية	،	عين	قيم	العدد	الطبيعي	
)	أ�ـ ),56 392ppcm a )؛	نضع	= )gcd ,56p a d=		

a'معناه	 da=	،	56 'db=	و	( )gcd ', ' 1p a b =.		
56لدينا	 392a d=	أي	7a d=إذن	( )gcd 7, ' 1p b =		

56أي	
gcd 7, 1p

d
  = 
 

}	إذن }7;14;28;56d ∈			

{ }49;98;196;392a ∈.		
)ب�ـ ),18 630ppcm a }؛= }35;70;210;315;630a ∈.		

]أ	ـ	 ]3 35n ]	و≡ ]3 28n ]	معناه	≡ ]3 0 35n − ]	و≡ ]3 0 28n − 3n	إذن	≡ مضاعف	مشترك	للعددين		−
			.28	و35

3nأصغر	قيمة	لـ	 )	هي	− )28,35 140ppcm =		
		.143	هي	nأصغر	قيمة	للعدد	إذن	

52 7 64 ' 7a p p= + = 7	ومنه	+ 52 64 'a p p− = )	إذن	= )7 52,64 832a ppmc− = 839a	أي	= =.		
n ∗∈ ℕ	؛( )gcd ,2 1 1p n n + )	ومنه	= ) ( ), 2 1 2 1ppcm n n n n+ = +.		

)لدينا	 ) ( )2 2, 4 2 2 1, 2 1ppcm n n ppcm n n+ + = + +		

)و )gcd 1, 2 1 1p n n+ + 			إذن	=

( ) ( ) ( )1, 2 1 1 2 1ppcm n n n n+ + = + 			ومنه+

( ) ( ) ( )2 2,4 2 2 1 2 1ppcm n n n n+ + = + +.		
n ∗∈ ℕ		؛( )( )2 23 1 7 1n na = − −		

( ) ( )( )( )3 1 3 1 7 1 7 1n n n na = − + − 		؛+

( )( )3 1 7 1n na b= − 			إذن	b	��ِـ	مضاعفa؛	−

( ),ppcm a b a=.		

28 

29 

30 

32 
33 

34 

35 

31 



)أ	ـ	 )
60

, 40

a b

ppcm a b

+ =
 =

)؛	 )gcd ,p a b d=،		

'a da=	،	'b db=	مع	( )gcd ', ' 1p a b =.		
40abلدينا	 d=	معناه	' ' 40a b d =.		

60aولدينا	 b+ )	معناه	= )' ' 60d a b+ =.		

)	يقسم	dوبالتالي	 )gcd 40,60 20p }	أي	= }1, 2, 4,5,10, 20d ∈.		

60لدينا	
' 'a b

d
+ 40	و=

' 'a b
d

2	هما	حلا	المعادلة	b'	وa'	إذن	= 60 40
0x x

d d
− + 2	أي= 60 40 0dx x− + =	

'المميز	المختصر	هو	 900 40d∆ = }	؛	إذا	كان	− }1,2,4,5,10d 			فإن	∋
'∆ ∉ ℕطبيعيان	ليس	الحلان	وبالتالي	.		

20dإذا	كان	 '	فإن	= 100∆ '	ومنه	= 1x "	و= 2x )	؛	ومنه	= ) ( )', ' 1, 2a b )	أو= ) ( )', ' 2,1a b =		

)إذن	 ) ( ), 20,40a b )	أو= ) ( ), 40,20a b =.		

)ب	ـ		 )
22932

, 98280

a b

ppcm a b

− =
 =

)	يقسم	d	 ؛ )gcd 22932,98280 3276p 			أي=

{
}

1, 2,3,4,6,7,9,12,13,14,18, 21, 26, 28,36,39, 42,52,63,78,84,91,117,126,156,182,234,

252,273,364, 468,546,819,1092,1638,3276

d ∈
		

3276dالحالة	الوحيدة	التي	تحقق	وهي	 32760a	ونجد	= 9828b	و= =		
)أ	ـ	 ) ( ), 21 gcd ,ppcm a b p a b= ×.			

ab md=	معناه	' 'a b d m=	أي	' ' 21a b )	ونجد	= ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , 21 ; 3 ,7 ; 7 ,3 ; 21 ,a b d d d d d d d d∈	مع
d ∗∈ ℕ.		

)ب	ـ	 ) ( ), gcd , 187ppcm a b p a b− =.		
187m d− )	معناه	= )' ' 1 187 11 17d a b − = = ×		

}ومنه	 }1,11,17,187d 			ثم	ندرس	الحالات∋


]و�3���.�ـ�+/�ه	%�

aأ	ـ	 n=	؛	2 1b n= +.	2 1a b− + =		
2ب	ـ	 3a n= 3	؛	+ 5b n= +.3 2 1a b− + =		

)يزوتطبيق	مبرهنة	ب ) ( )11 7 2 7 11 3 1n n+ − + )	معناه	= )11 3,7 2 1PGCD n n+ + =.		

( )2, 1 1PGCD n n + =.		

n	معدوم	غير	طبيعي	عدد		.		

)	:بالنشر	نجد	أ	ـ	 ) ( )2
3 2 41 2 1n n n n+ = + +.		

)ب	ـ	 ) ( )2
3 2 41 2 1n n n n+ − + 3	بوضع	= 1nα = 2nβ	و+ = ن		حسب	مبرهنة	بيزو	يكون	العددا−

3 1n 4	و+ 2n n+لييأو		بينهما	فيما	ن.		
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46 

47 
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)	المعادلة	ذات	المجهول	2ℤنعتبر	في	 ),x y	التالية	( )1 . . . 2045 64 1x y− =		

1	(( )2045,64 1PGCD =.			
)	المعادلة	حسب	مبرهنة	بيزو)	2 )	.	2ℤ	تقبل	على	الأقل	حلا	في	1( )	للمعادلة	هو	حل	خاص21,671( )1.		
3(2045 64 1x y− 2045و= 21 64 671 1× − × 	إذن	=

( ) ( )2045 21 64 64 0x y− − − )أي= ) ( )2045 21 64 64x y− = −		
)	يقسم	64 )2045 21x )و− )2045,64 1PGCD =		

21x	يقسم	64إذن	حسب	مبرهنة	غوص	 21	أي	− 64x k− k	مع	= ∈ ℤ	نجد	وبالتعويض	64 2045y k− =.		


�ة�
V�+�ا
�ـ�5S�
���.2/�ه	%�ا

	[ ]107 1 		.	حسب	مبرهنة	فرما≡11

( )252
2521 2520 107 7 7 7 7= × = ]ومنه	× ]25217 7 11≡. 

]:	حسب	نتيجة	فرما	 ]5 5n n≡و	[ ]3 3n n≡	أجل	من	وهذا	n ∈ ℤ	من	كل	لأن		و5	أولي3	.		

[ ]5 5n n≡	معناه	[ ]5 0 5n n− ≡		
]من	 ]3 3n n≡	أن	ينتج	[ ]2 3 2 3n n n n× ≡ ]	ومنه	× ]5 3n n≡	أي[ ]5 0 3n n− 	أوليان	فيما	3	و5	بما	أن	≡

]بينهما	فإن ]5 0 15n n− ≡.		
1	([ ]3 3x x≡		أولي3لأن	.		

2(		[ ]4		3		2		1		0		
x ≡		

		[ ]4		3		0		1		0		3x ≡		
]إذن	 ]0 4x ]	أو≡ ]1 4x ]	أو≡ ]3 4x ≡		
3	([ ]3 12x x≡		معناه[ ]0 4x ]	أو≡ ]1 4x ]	أو≡ ]3 4x ≡.		


��ا
X:�2ت��ـ�6V�����

		أ		ب		ت		ث		ج		ح		خ		د		ذ		ر		ز		س		شصض
14		13		12		11		10		9		8		7		6		5		4		3		2		1		0		

��
		ط		ظ		ع		غ		ف		ق		ك		ل		م		ن		ه		و		ي
27		26		25		24		23		22		21		20		19		18		17		16		15		

xنقوم	بعملية	التشفير	باستعمال	التحويل y֏	حيث	y	قسمة	باقي	هو	3x 			.28	على	+
		".�دصثثشثه"	هو	"	الجزائر"	تشفير	كلمة	)	1
]	،	����	من	المجموعة	yليكن)	2 ]3 28x y+ ]	معناه≡ ]3 28x y≡ 3y؛	إذا	كان	− 3x	فإن	≤ y= 	وإذا	كان	−
3y 3		فإن> 28 25x y y= − + = +		
		.محمد	:	�وذوز	؛					فاطمة	الزهراء:�لثغوا�ثهصاشثث	يوسف	؛				:تبضل:	حل	تشفير)	3
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