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 نقاط ( 4.5)  : لتمرين الأولا

𝐼𝑛حيث  (𝐼𝑛)( نعتبر متتالية التكاملات 1 = ∫ 11+𝑥𝑛 𝑑𝑥10  مع𝑛 ∈ ℕ∗ 

 1دد متزايدة ومحدودة من الأعلى بالع (𝐼𝑛)اثبت أن المتتالية  -أ

 ماذا يمكن أن نستنتج ؟ -ب

𝐼𝑛فإن :  𝑛أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  -( أ2 = 1 − 𝐽𝑛  : حيث𝐽𝑛 = ∫ 𝑥𝑛1+𝑥𝑛 𝑑𝑥10 

𝑛 :0أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  -ب ≤ 𝐽𝑛 ≤ 1𝑛+1 

∞+→lim𝑛استنتج:  -ج 𝐽𝑛  ثمlim𝑛→+∞ 𝐼𝑛 

 نقاط ( 5.5)  : التمرين الثاني

63𝑥حيث:  𝑦و 𝑥ذات المجهولين الصحيحين  (𝐸)نعتبر المعادلة ( 1 + 5𝑦 = 159 … … (𝐸) 

 .ℤ²تقبل حلولا في  (𝐸)أوليان فيما بينهما ثم بين أن المعادلة 63و 5ن تحقق أن العددي -أ  

;𝑥0)عين الحل الخاص  -ب   𝑦0)  للمعادلة(𝐸)  الذي يحقق𝑥0 + 𝑦0 =  (𝐸)ثم استنتج حلول المعادلة  3−

;𝑥)عين كل الثنائيات  -جـ   𝑦)  حلول المعادلة(𝐸)  :13|التي تحقق𝑥 + 𝑦 − 33| < 4 

2 )𝐴  5عدد طبيعي يكتب𝛼0𝛼  ويكتب  7في نظام التعداد ذي الأساس𝛽10𝛽0  5في نظام التعداد ذي الأساس. 
𝐴)ثم أكتب العدد  𝛽و  𝛼يعيين جد العددين الطب -أ   +  في النظام العشري ثم النظام الثنائي (8

 5على  3𝑛باقي القسمة الإقليدية للعدد  𝑛أدرس حسب قيم العدد الطبيعي -ب  
34𝑛}التي تحقق:  𝑛عين قيم العدد الطبيعي  -جـ   + 3𝑛 − 𝐴 ≡ 0[5]𝑛 ≡ 35و  [3]0 < 𝑛 < 65  

 قاط (ن 01)  :التمرين الثالث

;0[دالة معرفة على  𝑓لتكن  𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ = 𝑥 − 2 − 𝑙𝑛𝑥 

 شعبة رياضيات ثانوي الثالثةالمس توى 
 تالرياضيا في مادة الفصل الثاني اختبار

 سا2
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(𝐶𝑓)  منحناها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖; 𝑗) 

∞+→lim𝑥أحسب  -( أ1 𝑓(𝑥)  وlim𝑥 >→0 𝑓(𝑥) 

 جدول تغيراتهاعلى مجال تعريفها ثم شكل  𝑓أدرس اتجاه تغير الدالة  -ب  

𝑓(𝑥)بين أن المعادلة  -جـ   = 𝑒−2حيث  bو 𝑎تقبل حلين مختلفين  0 < 𝑎 < 𝑒−1  3و < 𝑏 < 4 

 (𝐶𝑓)أنشئ  -د  

𝑦ذو المعادلة  (𝐷)( بين أن كل المستقيمات الموازية للمستقيم 2 = 𝑥  تقطع(𝐶𝑓) في نقطة وحيدة 

𝑓(𝑥)قبل المعادلة حتى ت  𝑚( عين بيانيا قيم الوسيط الحقيقي3 = 𝑚²𝑥 حلا وحيدا 

 1𝑥و  𝑥فاصلتاهما على الترتيب  (𝐶𝑓)من المنحنى  𝑁و  𝑀( لتكن النقطتان 4
 [𝑀𝑁]منتصف القطعة  𝐼احداثيات النقطة  𝑥عين بدلالة  -أ  

 (𝐷)تنتمي إلى مستقيم يوازي  𝐼استنتج أن النقطة  -ب  

;3]المجال المعرفة على  Φ( لتكن الدالة 5 Φ(𝑥)بـ:  [4 = 𝑥 − 𝑓(𝑥) 

3بين أنه من أجل  -أ   ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  :فإنΦ(𝑥) ≥ 𝑥  3و ≤ Φ(𝑥) ≤ 𝑏 

𝐼أحسب التكامل  -ب   = ∫ (Φ(𝑥) − 𝑥)𝑑𝑥𝑏3 ثم فسر النتيجة هندسيا 

𝑥بين أنه من أجل كل  -ـج   ∈ [3; 𝑏]  :فإن|𝐼| ≤ (𝑏 − 3)² 
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 التصحيح النموذجي

 : التمرين الأول

1.  

𝐼𝑛+1  لدينا  ∗𝑛𝜖ℕجل كل من أ -أ − 𝐼𝑛 = ∫ ( 11 + 𝑥𝑛+1 − 11 + 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1
0  

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫ ( 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1(1 + 𝑥𝑛+1)(1 + 𝑥𝑛)) 𝑑𝑥1
0  

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫ ( 𝑥𝑛(1 − 𝑥)(1 + 𝑥𝑛+1)(1 + 𝑥𝑛)) 𝑑𝑥1
0  

𝑥𝜖[0,1]   𝑥𝑛لدينا من أجل كل  ≥ 1 و ;0 − 𝑥 ≥ 1و 0 + 𝑥𝑛+1 1و + 𝑥𝑛 > 𝐼𝑛+1اذن   0 − 𝐼𝑛 ≥ 0 
 متزايدة.  (𝐼𝑛)و منه المتتالية 

0أي  𝑥𝜖[0,1]و لدينا من أجل كل  ≤ 𝑥 ≤ 0و منه  1 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 1و منه   1 ≤ 1 + 𝑥𝑛 ≤ و   2
12منه ≤ 11+𝑥𝑛 ≤ 1 

12اذن  ≤ ∫ ( 11+𝑥𝑛) 𝑑𝑥 ≤ 110   

12 اذن ≤ 𝐼𝑛 ≤ 1   

 .1محدودة من الأعلى بالعدد  (𝐼𝑛)و منه 

 
 فهي متقاربة. 1متزايدة و محدودة من الأعلى بالعدد  (𝐼𝑛)بماأن المتتالية  -ب

2.  

 
𝑛  𝐽𝑛لدينا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  -أ = ∫ ( 𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛1

0 )𝑑𝑥 

𝐽𝑛−  و منه  = − ∫ ( 𝑥𝑛1+𝑥𝑛10 )𝑑𝑥  أي    −𝐽𝑛 = ∫ ( −𝑥𝑛1+𝑥𝑛10 )𝑑𝑥 

1و منه   − 𝐽𝑛 = ∫ (1 − ( 𝑥𝑛1+𝑥𝑛10 ))𝑑𝑥 

1و منه  − 𝐽𝑛 = ∫ ( 11+𝑥𝑛10 )𝑑𝑥 = 𝐼𝑛 
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𝐼𝑛)و هو المطلوب  = 1 − 𝐽𝑛) 

 
∗𝑛𝜖ℕو   𝑥𝜖[0,1]من أجل كل  -ب

 

 𝑥𝑛 + 1 ≥ 0منه  و 1 ≤ 11+𝑥𝑛 ≤ 1(*) …   

𝑥𝑛و  ≥ 0  

𝑥𝑛اذن نضرب المتباينة )*( في 
 0 ≤ 11 + 𝑥𝑛 ≤ 𝑥𝑛 

 

𝑥أن الدالتان  بما → 𝑥𝑛
𝑥و    → ( 𝑥𝑛𝑥𝑛+1)  0     فان  [0,1]مستمرتان على المجال ≤ ∫ ( 𝑥𝑛𝑥𝑛+1) 𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥1010 

0  و منه  ≤ 𝐽𝑛 ≤ [ 1𝑛+1 𝑥𝑛+1]01  0و منه ≤ 𝐽𝑛 ≤ 1𝑛+1  

 و هو المطلوب  
 

∞+→lim𝑛لدينا  -ج 1𝑛+1 = 0 

 ومنه حسب مبرهنة الحصر

∞+→lim𝑛فان   𝐽𝑛 = 𝐼𝑛و لدينا  0 = 1 − 𝐽𝑛 

∞+→lim𝑛اذن  𝐼𝑛 = 1 

 : التمرين الثاني

𝑦 :  (𝐸)و   𝑥المجهولين الصحيحين ذات  (𝐸)نعتبر المعادلة  1. … 63𝑥 + 5𝑦 = 159 

 أوليان فيما بينهما  36و  5فان  5ليس مضاعف  36أولي و  5بماأن  -أ
𝑝𝑔𝑐𝑑(63,5)اذن  = 1 

 ℤ2تقبل حلولا في  (𝐸)ومنه المعادلة   𝑝𝑔𝑐𝑑(63,5)|159و منه 
 

,𝑥0) تعيين الحل الخاص  -ب 𝑦0) للمعادلة(𝐸) حقق الذي ي 𝑥0 + 𝑦0 = −3  (∗) … 

 (𝑥0, 𝑦0) حل للمعادلة(𝐸)  معناه يحقق(∗∗) … 63𝑥0 + 5𝑦0 = 159 

𝑦0لدينا (∗)من  = −3 − 𝑥0       
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𝑥0نجد  (∗∗)بالتعويض في  = 𝑦0و منه  3 = −6 

,𝑥0) اذن الحل الخاص هو  𝑦0) = (3, −6) 

 (𝐸)استنتاج حلول 

}لدينا  63𝑥 + 5𝑦 = 15963(3) + 5(−6) = 𝑥)63بالطرح نجد 159 − 3) = 5(−𝑦 − 6) 

𝑥باستعمال مبرهنة غوص نحصل على  = 5𝑘 + 𝑦و 3 = −63𝑘 −  𝑘𝜖ℤحيث    3

,𝑥)تعيين كل الثنائيات  -ج 𝑦)  حلول المعادلة(𝐸)  13|التي تحقق𝑥 + 𝑦 − 33| < 4 

13𝑥|لدينا  + 𝑦 − 33| < 5𝑘)13|معناه  4 + 3) + (−63𝑘 − 6) − 33| < 4 

|𝑘|أي  <  𝑘𝜖{−1,0,1}أي  2

𝑆و بالتعويض نجد  = {(−2,57); (8, −69); (3, −6)}  

 2. 

𝐴لدينا  -أ   = 5𝛼0𝛼7 = 50𝛼 + 𝐴ومن جهة أخرى  1715 = 𝛽10𝛽05 = 630𝛽 + 125 𝛼 = 𝛽و  6 = 3  :𝐴 = 𝐴و  2015 + 8 = 2023 

 2و  4، 6، 1وهي :  4𝑘بواقي القسمة الاقليدية دورية ودورها من الشكل  -ب

𝑛 -ج ∈ {42,54} 

 : مرين الثالثالت

∞+→lim𝑥 -أ -1 𝑓(𝑥) = +∞   ،lim𝑥 >→0 𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑓 :𝑓′(𝑥)إتجاه تغير  -ب = 𝑥−1𝑥 𝑓  1]متزايدة تماما على المجال; ;0[، ومتناقصة تماما  على المجال ]∞+ 1] 

 جدول تغيراتها:

𝑓(𝑥)المعادلة  -ج =  :تقبل حلين مختلفين 0

;0[المجال على  1] 𝑓  مستمرة ومتناقصة تماما ولدينا𝑓(𝑒−2) × 𝑓(𝑒−1) < ذن يوجد عدد إ 0
𝑒−2حيث  𝑎حقيقي  < 𝑎 < 𝑒−1  و𝑓(𝑎) = 0 
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𝑓(𝑏): الطريقة نفس ب = 0 

 :نشاءالإ

 

في نقطة وحيدة وهي كل المستقيمات من الشكل  (𝐶𝑓)تقطع  (𝐷)للمستقيم المستقيمات الموازية  -2 𝑦 = 𝑥 + 𝛼  حيث𝛼 ∈ ℝ 

;0[المعرفة على  ℎالدالة نعتبر  ℎ(𝑥) : ـب ]∞+ = 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 𝛼) 

ℎ(𝑥)ن المعادلة أمبرهنة القيم المتوسطة لنبرهن نطبق  = ;0[تقبل حلا وحيدا على المجال  0 +∞[ 

6- 𝑚 ∈] − ∞; −1] ∪ [1; +∞[ 

;𝑀(𝑥 -أ -4 𝑓(𝑥))  ،  𝑁(1𝑥 ; 𝑓 (1𝑥)) 

𝑥𝐼 = 𝑥+1𝑥2    ،   𝑦𝐼 = 12 (𝑥 + 1𝑥) − 2 

𝑦𝐼ه منو = 𝑥𝐼 − 𝑦لى المستقيم ذو المعادلة إتنتمي  𝐼ي أ  2 = 𝑥 − 2 

Φ(𝑥) -أ -5 − 𝑥 = −𝑓(𝑥)  ن أبما𝑓(𝑥) < ;3]على المجال  0 𝑏] ذن إΦ(x) − x ≥ Φ(x)ي أ 0 ≥ x 
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Φ(x)لدينا  -ب = 2 + lnx  جل أمن𝑥 ∈ [3; ;3]متزايدة تماما على  Φومنه  [4 4] 

3ن أبما  ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 3ذن إ ≤ Φ(x) ≤ b 

𝐼 -ج = ∫ (Φ(x) − x)𝑏3 𝑑𝑥 = − 12 𝑏2 + 𝑏 + 𝑏𝑙𝑛𝑏 + 32 − 3𝑙𝑛3 

𝑥ومحور الفواصل والمستقيمات ذو المعادلات  (𝐶𝑓)هو مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  𝐼 :هندسيا = 3 
𝑥و  = 𝑏 

3لدينا  -د ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  3و ≤ Φ(x) ≤ b 3ذن إ − 𝑏 ≤ Φ(x) − x ≤ b − 𝑏)− ومنه بالتكامل نجد   3 − 3)² ≤ 𝐼 ≤ (𝑏 − |𝐼|ومنه  ²(3 ≤ (𝑏 − 3)² 

 


